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OZET

Doktora Tezi

HEISENBERG GRUBUNDA HARDY, RELLICH ESITSiZLIKLERI
VE BU ESITSIZLIKLERIN BAZI UYGULAMALARI

Abdullah YENER

Istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Prof. Dr. Ismail KOMBE
2017, 113 sayfa

Bu tezde; ilk olarak, sirasiyla agirlikli p—alt-Laplace ve agirlikli p—biharmonik dog-
rusal olmayan kismi diferansiyel esitsizliklerinden yola ¢ikilarak, H™ Heisenberg gru-
bunda genel agirhikhh LP Hardy ve LP Rellich esitsizlikleri ispatlanmigtir. Burada
kullanilan metodlar, H"” tizerinde hem bilinen hem de yeni agirlikli Hardy, Rellich ve
Heisenberg-Pauli-Weyl tipi esitsizlikler elde etme adina oldukca pratik ve tiretkendir.
H™de veya H"'nin bazi alt bolgelerinde ¢esitli agirlik fonksiyonlarina sahip Hardy ve
Rellich tipi esitsizlikler elde etmek icin, sirasiyla agirlikhi p—alt-Laplace ve agirlikh
p—biharmonik egitsizliklerini saglayan uygun fonksiyonlar1 belirlemek yeterlidir. Bu
durum, tezin uygulama kisimlarinda bircok somut érnek vererek gosterilmistir.

Daha sonra, H" Heisenberg grubunda, uygun bir fonksiyonun ikinci mertebeden
tiirevi ile birinci mertebeden tiirevi arasinda bir iligki kuran en iyi sabitli L? Rellich-
IT tipi bir egitsizlik elde edilmis ve bu esitsizlikten faydalanilarak ikinci mertebeden
Heisenberg-Pauli-Weyl tipi bir egitsizligin de gegerli oldugu gosterilmistir. Ayrica,
en iyi sabite sahip agirlikli LP Rellich-II esitsizliginin ispatinda kullanilan teknige
benzer bir teknikle, Rellich-Hardy-Poincaré tipi yeni bir esitsizlik bulunmustur.

Son olarak, H" i¢indeki diizgiin sinirh bir €2 bolgesinde gelistirilmis iki-agirlikli genel
L? Hardy ve L? Rellich tipi esitsizlikler {izerine bazi yeni sonuclar elde edilmistir. Bu
tipten Hardy ve Rellich esgitsizliklerinin ispatindaki temel dayanak noktalardan biri
bazi dogrusal olmayan kismi diferansiyel egitsizliklerin varligi olmusgtur. Bu diferan-
siyel esitsizliklerin ¢oztimlerinden yola c¢ikilarak; iistel, logaritmik ve radyal tipli ¢ok
gesitli agirlik fonksiyonlarina sahip geligtirilmis L? Hardy ve LP Rellich esitsizliklerine
bazi somut ornekler verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Agirlikli Hardy esitsizligi, agirlikhi Rellich esitsizligi, agirlikl
Rellich-IT esitsizligi, en iyi sabit, Heisenberg grubu, Heisenberg-Pauli-Weyl esitsizligi,
kalan terim, p—alt-Laplace denklemi, p—biharmonik denklem.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

HARDY, RELLICH INEQUALITIES AND THEIR SOME
APPLICATIONS ON THE HEISENBERG GROUP

Abdullah YENER

Istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ismail KOMBE
2017, 113 pages

In this theses, firstly, general weighted LP Hardy and LP” Rellich inequalities are
proved on the Heisenberg group H" via weighted p—sub-Laplace and weighted p—bi-
harmonic nonlinear partial differential inequalities, respectively. The methods used
herein are quite practical and constructive for obtaining both known and new weigh-
ted Hardy, Rellich and Heisenberg-Pauli-Weyl type inequalities on H". To construct
various weighted Hardy and Rellich type inequalities on H" or on some other doma-
ins in H", it is enough to determine the proper model functions that satisfy weighted
p—sub-Laplace and weighted p—biharmonic inequalities, respectively. This situation
is demonstrated by giving several concrete examples in the application sections of
the thesis.

Afterwards, on the Heisenberg group H", a sharp weighted LP Rellich-II type ine-
quality which connects first to second order derivatives of an appropriate function
is established and by utilizing this sharp inequality it is also shown that a second
order Heisenberg-Pauli-Weyl type inequality is valid. Furthermore, with a similar
technique as in the proof of sharp weighted LP Rellich-II inequality, a new Rellich-
Hardy-Poincaré type inequality is discovered.

Finally, some new results on improved two-weight general LP Hardy and LP Rellich
type inequalities on smooth bounded domains €2 in H" are obtained. The primary
tool which is employed in constructing these type of Hardy and Rellich inequalities is
existence of some particular nonlinear partial differential inequalities. By specializing
the solutions of these differential inequalities, some concrete examples of improved
L? Hardy and L? Rellich inequalities including radial, logarithmic and exponential
weights are also given.

Keywords: Best constant, Heisenberg group, Heisenberg-Pauli-Weyl inequality, p—bi-
harmonic equation, p—sub-Laplace equation, remainder term, weighted Hardy ine-
quality, weighted Rellich inequality, weighted Rellich-IT inequality.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

n—boyutlu Oklid uzay:

Q2 bolgesindeki stirekli fonksiyonlar uzay1

Q) bolgesinde k. mertebeden siirekli tiirevlenebilir kompakt destege
sahip fonksiyonlarin uzayi

Test fonksiyonlar: uzay1

Oklid uzaymda tanimh gradyan vektorii

Oklid uzayinda tanmimh Laplace operator

Oklid uzaymdaki z, merkezli R yaricaph acik yuvar
n—boyutlu B (0, 1) birim yuvarimn yiizey alani

Q) bolgesindeki p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlarin uzayi
Q) bolgesindeki p-yerel integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1
Sobolev uzay1

C° uzaymm WHP uzaymdaki kapanisgi

WP Sobolev uzaymmn p = 2 durumu

Heisenberg grubu

Heisenberg grubundaki tipik bir nokta

Heisenberg grup iglemi

Heisenberg grubunda tanimli vektor alanlar:

Heisenberg gradyan vektorii

Kohn-Laplace operator (alt-Laplace operator)

Heisenberg grubunda tanimli p—alt-Laplace operator
p—biharmonik operatér (p—bi-Kohn-Laplace operator)
Heisenberg grubunun homojen boyutu

Heisenberg dilatasyon dontigimi

R2"*! yzayimdaki Lebesgue olciisii

Heisenberg grubundaki dogal norm fonksiyonu

Heisenberg grubundaki dogal uzaklik fonksiyonu
Heisenberg grubundaki £, merkezli R yarigapl acik yuvar



1 GIRIS
Bir fonksiyonun kendisi ile tiirevlerini ihtiva eden integral esitsizlikleri diferansiyel
denklemler, spektral teori, harmonik analiz, diferansiyel geometri ve matematigin
bunlar gibi pek ¢ok alaninda ¢ok cesitli sekillerde yillardan beri kargimiza ¢ikmaktadir.
Ozellikle tekil potansiyele sahip dogrusal veya dogrusal olmayan bazi kismi dife-
ransiyel denklemlerdeki ¢oziimlerin incelenmesinde, tiirev operatorleriyle ilgili olan
esitsizliklerin rolii olduk¢a 6nemlidir. Referans olarak (Baras ve Goldstein, 1984;
Okawaza, 1996; Brezis ve Vazquez, 1997; Crespo ve Alonso, 2000; Detalla vd., 2012)
kaynaklarina bakilabilir. Bundan dolayi; integral esitsizliklerine olan ilgi hichir za-

man azalmayip, aksine artarak devam etmektedir.

Ortalama deger teoremi geregince, Cg° (0, 00) smifindan olan herhangi bir u fonksi-

yonu igin
u@) _u)=u(©) _
ey AL

esitliginin gergeklendigi bir ¢y € (0,¢) degeri vardir. O halde, bu u fonksiyonlar1 i¢in

o] P o]
c(p)/ M0lt < / /[P dt, c(p) >0 (1.1)
o tF 0

tipindeki bir esitsizligin gecerli olmasini beklemek ¢ok dogaldir. Bu baglamda; Tngiliz
matematikc¢i Hardy,

[ G L) s () e 12

integral esitsizliginin f > 0, p > 1 ve fooo fPdt < oo iken gecerli oldugunu 1920 yilinda
yayinladigi makalesinde ifade etmig ve daha sonra 1925 yilindaki ¢aligmasinda ispatini
vermigtir (Hardy, 1920; 1925). Gergekten de, (1.2) esitsizliginde u (t) = fotf(s) ds
olarak alimirsa bu esitsizlik (1.1) esitsizligine indirgenir. Hardy nin (1.2) esitsizligini
aragtirmasindaki motivasyon kaynagi, David Hilbert’e ait olan serisel bir egitsizligin
yeni ve daha basit bir ispatim verme istegidir. Ote yandan, (1.2) esitsizligindeki
(ﬁ)p sabiti en iyi sabittir. Yani daha biiyiik bir sabit ile yer degistirildiginde (1.2)
esitsizligi gegerliligini yitirir. Bu sabitin en iyi sabit olduguna dikkatleri Hardy (1925)

¢ekmig olsa da, ispat Landau (1926) tarafindan verilmigtir.

1



Kisa bir siire sonra, (1.2) esitsizliginin ilk agirhiklh hali yine Hardy tarafindan

o] p 00
/ tPRPdE < <L) / € fPat (1.3)
0 le—p+1] 0

olarak elde edilmistir (Hardy, 1928). Burada, f fonksiyonu (0, c0) araliginda negatif
olmayan oOl¢iilebilir bir fonksiyon ve 1 < p < oo olmak iizere, F' fonksiyonu
t

ds, e<p—1

F(t) = f f ’ )

®) {ftgofds, e>p—1
bigiminde tammhdir. (1.3) esitsizligindeki (m)p sabiti en iyi sabit olup, bu-
rada esitlik hali yalnizca f = 0 durumu i¢in mevcuttur. Dikkat edilecek olursa (1.3)

esitsizligi, p > 1 ve € # p — 1 olmak {izere, her u € C§° (0, 00) fonksiyonu i¢in

o] P p 00
/ tP |ulP dt < (—) / t€ || dt
0 le—p+1] 0

seklinde yazilabilir. Ozel olarak, e = 0 icin bu esitsizlik

00 -1 p 00 p
/ /[P dt > (p—> / Jel” 4y (1.4)
0 D o P

halini alir.

Daha sonra, yukarida verilen tiim bu integral esitsizlikleri Godfrey Harold Hardy’e
atfen literatiire Hardy esitsizlikleri olarak gegmistir. Tek boyutlu Hardy esitsizlikle-
rinin detayli analizi igin genis bilgiye Opic ve Kufner (1990) ile Kufner ve Persson
(2003) tarafindan ele alinan kitaplardan ulagilabilir. Ayrica, Kufner vd. (2006) nin
caligmasinda Hardy esitsizliklerinin tarihsel ge¢gmigiyle ilgili ilging bilgiler yer almak-
tadir. Diger yandan, Hardy vd. (1952)'nin yazmig oldugu “Inequalities” adli kitap

esitsizlikler konusu igin klasik sayilabilecek bir eserdir.

(1.4) tek boyutlu Hardy esitsizligi ok daha genel integral esitsizlikleri elde etmek igin
model bir 6rnek olarak kullanilmig olup; bu esitsizligin ytiksek boyutlardaki karsiligi,
cesitli iyilestirmeleri, farkli yapilardaki analoglari ve ¢ok farkl ispat teknikleri kap-
samli bir sekilde aragtirlmigtir. Ornegin Leray (1933), (1.4) Hardy esitsizliginin p = 2
durumu igin yiiksek boyutlardaki analogunu su sekilde elde etmistir: B (0,1) R?’de



sifir merkezli birim yuvar olmak {iizere, herhangi v € C§° (R?\B (0, 1)) fonksiyonu

icin

1 u?
Vul?de > ~ e da (1.5)
R2\B(0,1) 4 Je2\B) |2* In? ||

esitsizligi meveuttur. n > 3 durumunda ise herhangi u € C§° (R") fonksiyonu igin

9 n—2 2 U2
/ \Vu|” dz > ( ) / ——dx (1.6)

olur. Burada = = (x1,...,2,), |z] = Vai+---+22, Vu = (%,...,%) ve

Vul> = 30, %‘2 §eklinde tanimhdir. Daha sonra Shen (1964), herhangi smirh

Q c B(0,R) bolgesinde In? |z| fonksiyonunun yerine In? % fonksiyonunu getirerek

(1.5) kritik Hardy esitsizliginin farkl bir formunu elde etmigtir.

(1.6) Hardy esitsizliginin LP analogu su sekildedir: 1 < p < n durumunda C§° (R™),

p > n durumunda ise C§° (R™\{0}) siifindan olan u fonksiyonlar: igin

P P
/ \VulPdz > ‘n b / i dx (1.7)
n p R a’/'lp

iligkisi gecerli olur (Shen, 1980). Diger yandan, Azorero ve Alonso (1998) ikilisi;

1 < p < n durumu i¢in, (1.7)nin
ux=A7ru(Az), A>0

olceklemesi altinda degigsmez oldugundan faydalanarak, bu esitsizligin ispatini farkh
P

bir yaklagimla ele almig ve buradaki (%) sabitinin en iyi sabit oldugunu goster-

mistir. Diger bir ifade ile, yazarlar

(n —p)p B " fRn \VulPdx
= in -
P 0£ueCE®) [ P g

lep

esitliginin gergeklestigini ispatlamigtir. n = p > 2 olmasi durumunda, (1.7) Hardy
esitsizliginin yerini Edmunds ve Triebel (1999)’in ispatladigi her u € C§° (B (0, 1))

fonksiyonu i¢in gecerli olan

—1\? P
/ IVl do > (p—) / i _dx (1.8)
B(0,1) p B(0,1) |z|” (1 + log ﬁ)

3




p
logaritmik Hardy esitsizligi alir. Bu esitsizlikteki (7%) sabiti en iyi sabittir.

(1.7) Hardy esitsizligi herhangi sinirli 0 € 2 C R™ bélgesinde de gegerlidir ve bolge-
nin siirh olmasi en iyi sabit olan <%>p degerini degistirmemektedir. Ayrica, bu
sabite C§° (€2) smifindaki sifirdan farkli higbir fonksiyon ile ulagilamamaktadir. O
halde; “Bu egitsizligin sagina ikinci bir pozitif terim eklemek miimkiin miidiir?”,
“Eger mumkiin ise ikinci terim i¢in en iyi sabit ne olur?”, “Bu islem ne zamana ka-
dar stirdiiriilebilir?” gibi sorular akla gelmektedir. Bu baglamda; Brezis ve Vazquez
(1997) bazi eliptik problemlerin ¢6ziimiiniin patlamasini incelerken, kalan terimli
Hardy esitsizlikleri icin bir baslangic noktasi sayilabilecek su sonucu elde etmistir:
2 C R” smurh bir bélge olsun. zg = 2.4048. .., Jy (2) Bessel fonksiyonunun ilk sifir
yeri olmak iizere, o, ve |Q2] sembolleri sirasiyla R™’deki birim yuvarin ve 2 bolgesinin

hacmini gostersin. Bu takdirde, her v € C§° (£2) i¢in

9 n—2\> [ u? 5 [ an 2/m )
\Vu|” dx > sdr + 2y | =7 u“dx (1.9)
- 2 2 2/q
[ivatar= ("52) [ Eadet e ([ o) (110
Q 2 a |z| Q

esitsizlikleri gegerlidir. (1.10) esitsizliginde 1 < ¢ < % kabulii mevcuttur. Ayrica,

ve

2/n
Q bolgesi R de sifir merkezli bir yuvar ise (1.9) esitsizligindeki 22 (f‘ﬁ) katsay1s

en iyi sabit olur.

Daha sonra, n = p kritik durumundaki (1.8) logaritmik Hardy esitsizliginin geligti-
rilmig hali Adimurthi ve Sandeep (2002) tarafindan elde edilmistir. Diger yandan,
Filippas ve Tertikas (2002) ikilisi (1.6) L? Hardy esitsizligini logaritmik kalan terimli
sonsuz seri formuna gelistirmig olup, bu esitsizlik soyledir: 2 € R™ smirh bir bolge

ve d > supg, |z| olsun. Ayrica, t € (0,1] icin Ay, (t) fonksiyonlar:

Ay (t) = (1 —1logt)™",
A () = A (A (), k=2,3,...



bigiminde tanimlansm. O halde, A;’ler A; (|x] /d)’yi gostermek iizere her u € H} ()

ve n > 3 igin

—2\° [ wu? 1 & u?
Vaul? dx > (n ) / dr + = /—AQAQ---Afdx 1.11
[ 1wl ) e [ i (111

esitsizligi mevecuttur. (1.11) esitsizligindeki ; sabiti her k = 1,2, ... i¢in en iyi sabittir.
Basgka bir deyisle, her £ = 1,2, ... icin

k—1
Jo IVul dz = (%52)° [, da — D Jo B ARAR - A2
~ = inf =

0AueH(Q) Jo ﬁA%A% < AZdr

esitligi gerceklenir.

(1.9) ile verilen kalan terimli Hardy esitsizliginin Adimurthi vd. (2002) tarafindan

elde edilen bir geniglemesi de su sekildedir: €2 C R”™ sinirli bir bolge, 1 < p < n ve
e (k defa) 2/p
R = (supg, |z|) <eee ) olmak iizere, her v € W, ? () icin

-2
n—p jul” [ul” o) (B

|Vul? de > < > —=dr+c(R,n,p / — dx
/Q p o lzf” Z [’ ]

olur. Burada, log™® (-) = log () ve k > 2 icin log® () = log <log(k_1) ()) seklinde
tanimhidir. Daha sonra, Barbatis vd. (2003a) daha genel agirlik fonksiyonlariyla bir-
likte (1.9) esitsizliginin bir bagka geniglemesini bulmustur.

Kalan terimli Hardy esitsizliklerine verilebilecek onemli orneklerden bir digeri de
Gazzola vd. (2004) tarafindan elde edilen su esitsizliktir: n > p > 1 olmak tizere, her
u € Wy (Q) icin

NP P
Jivarar= ("22) [ ars SB[ jupa

iligkisi gegerlidir. Burada, ¢ (n, p) pozitif bir sabit ve || ise sinirh 2 bolgesinin hacmi-

dir. p = 2 durumu i¢in bu esitsizlik Brezis ve Vazquez'in elde ettigi (1.9) esitsizligini

icerir.

Belli siniftan fonksiyonlar i¢in Hardy tipi esitsizlikler elde etmenin ¢ok gesitli me-

todlar1 vardir. Bu metodlarin en etkililerinden bir tanesi diferansiyel denklemlerden
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veya diferansiyel egitsizliklerden faydalanmaktir. Bunun giizel bir 6rnegi Ghoussoub
ve Moradifam (2011) ikilisinin yaptig1 ¢aligmada goriillmekte olup, bu ¢aligmadaki
sonuglardan biri goyledir: B (0, R) R™ i¢inde orijin merkezli R yarigaph bir yuvar
olmak iizere, V' ve W bu yuvar iizerinde tamimh C' simifindan olan pozitif radyal
fonksiyonlar olsun. Ayrica r = |z| olmak iizere, baz1 0 < xy < R degerleri i¢in

IS mdr = oo ve [;r" 'V (r)dr < oo olsun. Bu taktirde,

/ V (x) |Vul|*dr > / W (z) u’dz, Vu e C5° (B(0,R))
B(0,R) B(0,R)
genel agirlikli Hardy esitsizliginin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

”7“ n—1 V/(T) /7“ W_(T) r) =
v+ (P T o+ e —o

adi diferansiyel denkleminin (0, R] araliginda pozitif ¢6ziimiiniin var olmasidir. Ya-
zarlar bu iligkinin bir sonucu olarak, farkl bir agirlik fonksiyonuna sahip agagidaki
iki egitsizligin gecgerli oldugunu ispatlamigtir. Soyle ki, s, > 0 ve «, 3, m reel sayilar

olmak iizere; a5 > 0 ve n — 2m > 2 ise

ayfB 2 B
—2m -2
/ B+t Gup > (%) / GHtl) oy (112)

|x|2m |x|2m+2

esitsizligi, aff < 0 ve n —2m + af > 2 icin ise

a\pB . . 2 a\B
/Mwufdxz(” 2m + of 2) / (sHtfal”)” 5, (1.13)

|x|2m 9 ’I|2m+2

esitsizligi her u € C§°(R™) fonksiyonu igin gerceklenir. Ayrica, bu esitsizliklerdeki

(%)2 ve (MmTW) pozitif sabitleri en iyi sabitlerdir.

Tim bu ¢aligmalarin yanisira, R™ uzayinda Hardy esitsizligini gesitli yonlerden ince-
leyen farkh ¢aligmalar yapilmig ve yapilmaya da devam edilmektedir, bkz. (Barbatis
vd., 2004; Tertikas ve Zographopoulos, 2007; Frank ve Seiringer, 2008; Ghoussoub ve
Moradifam, 2008; Cowan, 2010; Skrzypczak, 2013; Fall ve Mahmoudi, 2014; Devy-
ver vd., 2014; Devyver, 2014; Osekowski, 2015; Takahashi, 2015). Devam eden bu
ilginin en 6nemli nedenlerinden birisi kismi diferansiyel denklemlerdeki eliptik veya

parabolik bir problemin ¢oziimiiniin varligi, diizglinliigii veya asimptotik davranisi



incelenirken Hardy esitsizliklerinden siklikla faydalaniliyor olmasidir, bkz. (Baras ve
Goldstein, 1984; Okawaza, 1996; Brezis ve Vazquez, 1997; Crespo ve Alonso, 2000;
Detalla vd., 2012). Baras ve Goldstein (1984) ikilisinin yaptigi ¢alisma bunun ilk

onemli 6rneklerinden birisidir. Bu caligmada, R™’de ﬁ tekil potansiyeline sahip

ut:Au—l—#u, reR™ t>0,
u(x,0) =ug(z) >0, ze€R"

dogrusal Cauchy-Dirichlet problemi incelenmistir. Incelemenin sonucunda bu prob-

lemin; A > ("7_2)2 icin v = 0 diginda negatif olmayan zayif ¢oziimiiniin olmadigi,
A< (”7_2)2 icin ise pozitif zayif ¢cozliimlerinin varhigi gosterilmigtir. Dikkat edilirse

buradaki (252)* sabiti (1.6) Hardy esitsizligindeki sabittir.

(1.4) ile ifade edilen tek boyutlu Hardy esitsizliginin ikinci mertebeden tiirevlere
genigletilmis haline Rellich esitsizligi ad1 verilir ve bu esitsizlik C§° (0, co) smifindan

olan u fonksiyonlar igin

S -1 p m— 1 p 00 p
0 0

p2p t2p

iligkisinin mevcut oldugunu soyler. Bu esitsizligin p = 2 icin yiiksek boyuttaki formu
ilk olarak Avusturyali matematikci Rellich tarafindan 1954 yilinda Amsterdam’da
gergeklegen Uluslararast Matematikgiler Kongresi'nde su sekilde sunulmustur: n # 2

olmak fizere, her u € Cg° (R™\{0}) i¢in

2 — 4 2 2
/ |Aul? do > n”(n—4) / Y dx (1.14)

v faf!

esitsizligi mevcuttur. n = 2 durumunda bu esitsizlik ancak u tizerine baz ek kogullar
konuldugunda gegerli olmaktadir (Bennett, 1989). n = 4 kritik durumunda ise (1.14)

esitsizligi anlamini yitirir ve her u € C§° (2) igin gegerli olan

2
/|Au|2dx2/u—2dx (1.15)
& @ x| (log %)

esitsizligi yerini alir (Adimurthi vd., 2006). Burada, B (0, R) C R* merkezi orijin
olan R yarigaph bir yuvar ve 0 € Q C B (0, R) siirli bir bolgedir.



Davies ve Hinz (1998) ikilisi (1.14) ile gosterilen L? Rellich egitsizligini L formuna
genigletmis olup bu egitsizlik soyledir: 1 < p < oo ve n > 2p olmak fizere, her
u € Cf° (R"\{0}) igin
_9p)? o\ p
/ Auf dp > 220" = 1) / g (1.16)

p?P

olur. Yazarlar ayni caligmada, LP Rellich esitsizliginin daha yiiksek mertebeden tiirev-
lere genellemesini de elde etmistir. Soyle ki; «, 8, m,n ve p uygun birer sabit olmak
tizere, her u € C5° (R™\ {0}) fonksiyonu i¢in
Am p p
/ N c(mn.app) | [l g (1.17)

|| & |2)?

esitsizligi gerceklenir (Davies ve Hinz, 1998).

Daha sonra, (1.16) L? Rellich esitsizliginin n = 2p kritik durumundaki formu Adi-
murthi ve Santra (2009) tarafindan su sekilde verilmisgtir: 0 € Q C R"™ smurh bir
bolge ve R > 0 olsun. O halde, her u € C§° (£2) i¢in

W (p— 1)%P P
/|Au|pd:p> (v = D / - [ul _dx (1.18)
‘Hﬂp(bg%)

logaritmik Rellich esitsizligi gecerlidir.

(1.14), (1.15), (1.16), (1.17) ve (1.18) Rellich esitsizliklerindeki tiim sabitler en iyi
sabit olup, bu sabitlere C§° (R") \ {0} siifindaki fonksiyonlar ile ulagilamamaktadir.
Bundan dolayi, tiim bu esitsizliklerin sagina pozitif kalan terimler ekleyerek bu
esitsizlikleri geligtirmek ¢ok dogal bir istek olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Bu anlamda
verilebilecek 6nemli 6rneklerden biri Gazzola vd. (2004) tarafindan elde edilmistir.
Yazarlar bu caligmada, Brezis ve Vazquez'in kalan terimli Hardy esitsizligi iize-
rine yaptig1 caligmadan esinlenerek, (1.16) LP Rellich egitsizligini geligtirmistir. Bu
esitsizlik su gekildedir: 2 C R™ sinirh bir bolge olsun. p > 2 ve n > 2p olmak iizere,
her u € WP (Q) N W, (Q) icin

— )P P p
/ |Aul” dz > (n = 2p) 2(pnp n) |u|2pdx
Q P o |z

Co (nap) |u|p p
+ ‘Q|2/TL Q |x|2p 2 ’Q’2p/n | | dl’




olur. Burada, ¢q (n,p) ve ¢1 (n, p) pozitif birer sabit, |€2| ise {2 bélgesinin hacmidir.

Kalan terimli Rellich esitsizligine verilebilecek énemli orneklerden bir digeri de Ter-
tikas ve Zographopoulos (2007) tarafindan bulunan asagidaki esitsizliktir: Q C R™

siirlt bir bolge, d > supg, |z| ve ¢ € (0, 1] i¢in

Ay (t) = (1 —1logt)™",
Ar () = Ay (A4 (1), k=2,3,...

olsun. O halde, A;’ler A; (|z| /d)’yi gostermek tizere her u € C§° () ve n > 5 igin

2 _42 2 —4 o 2
/|Au|2dx2 n(n—4) / u4dx+(1+M)Z/U—4AfA§---A?dx
Q 16 o |z] 8 = Ja lz|

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki 1 + @ sabiti her £k = 1,2,... i¢in en iyi

sabittir. Daha agik bir ifade ile

2, 2 2 _ k—1 2
n (n — 4) fQ|AU|2d$—% Ja ‘Zﬁdx_(l"'w) > Ja #A%A%”'A?dz
1+ ——F= inf u2 42 42,42 =
8 0£ucCge () Jo (57 AT A3 ARd

esitligi her £ = 1,2, ... degeri i¢cin dogrudur. Diger yandan, Tertikas ve Zographo-
poulos (2007) ikilisi ayni galigmalarinda Hardy ve Rellich esitsizliklerini bir anlamda
birlestiren ve Rellich-1I esitsizligi olarak adlandirilan bir esitsizlik elde etmisgtir. Tam
olarak ifade etmek gerekirse, yazarlar, C§° (R") smifindan olan bir u fonksiyonunun
ikinci mertebeden tiirevi ile birinci mertebeden tiirevi arasinda n > 5 i¢in bir iligki
kuran en iyi sabitli asagidaki esitsizligi ispatlamigtir:

2 2
/ | Aul*dz > n_/ [Vl dx. (1.19)
Rr 4 Jr

n |

Ayrica yazarlar, (1.11) geligtirilmis Hardy esitsizligini ve (1.19) Rellich-IT egitsizligini

kullanarak, her v € C§° () ve n > 5 igin

2 2 1 e 2
/|Au|2dx2 v [ [Vl d:H'ZZ/ [Vl A2A%. .. Aldx
0 — Ja

4 Jo l=? |2

kalan terimli Rellich-IT esitsizliginin gegerli oldugunu gostermistir. Buradaki %2 ve Z—i

sabitleri en iyi sabitlerdir (Tertikas ve Zographopoulos, 2007).



Dordiincii mertebeden eliptik ve parabolik denklemlerin incelenmesinde Rellich e-
sitsizliklerinin onemli bir yeri vardir. Bu denklemler tekil potansiyele sahip ise ge-
listirilmis Rellich esitsizligine ihtiyac duyulmaktadir. Ornegin, V' tekil potansiyeline
sahip olan u; = —A? + V denkleminin ¢oziimiiniin varlhigi ve ¢oziimiin asimpto-
tik davranigt hakkinda bilgi sahibi olabilmek icin kalan terimli Rellich esitsizligine
bagvurulmaktadir. Bundan dolay1, Rellich esitsizliklerine olan ilgi artarak devam
etmektedir. R” Oklid uzayinda Hardy ve Rellich esitsizliklerini cesitli yonlerden in-
celeyen giincel referans kaynagi olarak Ghoussoub ve Moradifam (2013) ile Balinsky

vd. (2015) tarafindan yazilan kitaplara bagvurulabilir.

R™ Oklid uzayinda yapilan biitiin bu caligmalarin 1s1ginda, Hardy ve Rellich tipi
esitsizliklerin farkli soyut yapilarda, érnegin H" Heisenberg grubu tizerinde gegerli
olup olmadig sorusu akla gelmektedir. Bu dogrultuda, R™ uzaymdaki (1.6) L? Hardy
esitsizligini Heisenberg grubuna ilk tagiyan Garofalo ve Lanconelli (1990) ikilisidir.

Bu ikilinin elde ettigi esitsizlik su sekildedir:

|Vimu|*dzdl > Q-2 2 izﬁdzdl (1.20)
n e - 2 Hn |2«/|4 + l2 .

esitsizligi her u € C§° (H™\ {(0,0)}) fonksiyonu igin gegerlidir. Burada @ = 2n + 2,

%)

9 Hei ,
3 2z;5; Heisenberg gru

H"’nin homojen boyutu, X; = a%i + 2yi% ve Y, =
bunda tanimli sol invaryant vektor alanlari, Vgn = (Xy,..., X, Y1,...,Y,) Heisen-
berg gradyan vektorii ve Agn = > | (X? +Y;?) seklinde tammh alt-Laplace ope-
ratordiir. Ayrica, z = (z,y) € R* xR, [ € Rve |z| = \/|z|* + |y|* olarak kullamlmis

olup, bundan sonra da ifade edilen anlamda kullanilacaktir.

Garofalo ve Lanconelli'nin bu ¢aligmasindan sonra, Hardy ve Rellich esitsizliklerini
H" Heisenberg grubu iizerinde gesitli yonlerden inceleyen galigmalar artarak devam
etmistir. Referans olarak (Niu vd., 2001; Goldstein ve Zhang, 2001; D’Ambrosio,
2001; Han ve Niu, 2003; D’Ambrosio, 2004; D’Ambrosio, 2005; Goldstein ve Kémbe,
2005; Adimurthi ve Sekar, 2006; Yang, 2008; Jin ve Han, 2010; Kombe, 2010; Xiao,
2011; Jin ve Shen, 2011; Lian, 2013; Yener, 2016) makalelerine ve bu makalelerdeki
kaynaklara bakilabilir. Ornegin, Niu vd. (2001) (1.20) numarali esitsizligin L? versi-

yonunu H"’deki p—alt-Laplace denklemi ile iligkili olan Picone 6zdesligini kullanarak
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ispatlamistir. Bu esitsizlik acikca soyle ifade edilir: 1 < p < @ olmak iizere, her
u € C§°(H™"\{(0,0)}) fonksiyonu igin

. P P
/ VignulPdzdl > (M) / B up dea (1.21)
H» p Hn (|Z|4+l2)2

iligkisi mevcuttur. Aym calismada yazarlar, H"’deki p—biharmonik denklem ile iligkili
olan Picone 6zdesligini kullanarak, asagidaki Rellich tipi esitsizligi de elde etmigtir:
Sadece @) ve p sayilarina bagh olan pozitif kg ve ki sabitleri vardir, oyle ki

Eliis Bl

|AHnu\pdzdl+ko/ — B P dedl > kl/ — Bl P dzdl (1.22)
/Hn ae (|2 4+ 2)" me (|2 +2)

esitsizligi her u € C{°(H"\{(0,0)}) ve p > 1 i¢in gerceklenir. Daha sonra, Goldstein
ve Zhang (2001) ikilisi (1.20) numarali egitsizligin farkli bir ispatini vermis ve bu
esitsizlikteki (%)2 sabitinin en iyi sabit oldugunu gostermistir. Bununla birlikte,

Han ve Niu (2003) Picone 6zdesliginden faydalanarak Heisenberg grubunun gesitli

alt bolgelerinde tanimh farkh tipte Hardy esitsizlikleri bulmustur.

H" Heisenberg grubunda, Hardy ve Rellich esitsizliklerinin agirlikli halleri ilk olarak
D’Ambrosio (2004) tarafindan ele alinmigtir. D’Ambrosio’nun elde ettigi agirhkh LP
Hardy esitsizligi soyledir: p > 1 ve a, 8 € R olmak tizere, Q > a—pFve Q > 2+p—[
olsun. Bu takdirde, her u € C§°(H") i¢in

B—p _ p B
/ |2| | Vgnu[Pdzdl > (M) / Lg]u‘pdzdl
= () o) e ey

p
esitsizligi saglanir. Buradaki <%> sabiti en iyi sabittir. Ayrica, aym ¢alismada
yazar

[t s (L2202 (@A b2enn) [ b,

. |Z|2a72p P P " |Z‘2a

Rellich esitsizliginin, p > 1 ve % > a > 1 olmak kosulu ile, her v € C§° (H")

fonksiyonu i¢in gecerli oldugunu da ispatlamigtir.

D’Ambrosio (2005) diger bir makalesinde, H" iizerinde taniml alt-eliptik operatorii de

kapsayan ikinci mertebeden diferansiyel operatorlerin genig bir sinifi i¢in Hardy tipi
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esitsizlikleri tiiretmenin farkl bir yontemini vermigtir. Soyle ki, ¢ pozitif agirlik fonk-

siyonu H"’de —Vgn - (|VHn¢\p 2 Vin (;5) > 0 esitsizligini sagliyorsa
V|
/ Vinul’ dzdl > c/ Vargl® |ul? dzdl
Hn no P

seklinde verilen Hardy tipi esitsizlik her v € C°(H") i¢in gegerlidir. Bu esitsizligin

ispat1 Diverjans Teoremi ve uygun vektor alanlarinin se¢imine dayanmaktadir.

Bunlarin yaninda, Kémbe (2006) radyal tipli agirlik fonksiyonuna sahip bir Hardy
esitsizligini farkli bir yaklagimla ispatlamigtir. Yang (2008), H"’deki Agn alt-Laplace

operatoriin temel ¢oziimiini kullanarak,

2—«

4 2 2 2
l2 1 o
/ U D) " e > (@) (@ = 0 / e
n Hn(

P 16

12|* + ?)
seklinde verilen agirhkh L? Rellich esitsizliginin her u € C3°(H") ve 0 < o < Q — 4,
n > 2 ic¢in dogrulugunu ve bu egitsizlikte beliren sabitin en iyi sabit oldugunu
gostermistir. Ayrica yazar ayni calismada, (1.19) Rellich-1I esitsizliginin agirlikh hali-

nin Heisenberg grubundaki analogunu elde etmigtir. Tam olarak ifade etmek gerekirse

bu esitsizlik su sekildedir: n > 3 ve 0 < a < % olmak iizere, her u € C§°(H") igin

2—a
4 2\ 4 2 2
+1 "
/ M\Aﬂnumzdzz@zm /H ( Varul” (1.23)

|21

12)* + ?)
esitsizligi saglanir ve M sabiti en iyi sabittir (Yang, 2008).

Daha sonra, Jin ve Han (2010) Heisenberg grubundaki agirlikli L? Rellich esitsizliginin

a+4p—4

2

4 2 1
+ 1
/ U158 " paf dodt > c(@prar) | ra-a

‘Z|2p—2

B (2] 4 72) °
seklindeki P formunun dogrulugunu, 2 — Q < o < min{(p—1)(Q —2),(Q —2)}

ve 1 < p < oo kogulu altinda, her v € C§°(H™\{(0,0)}) fonksiyonu icin kanitlamistir.

Q+a72>p ((@—2>(p—1>fa
p p

p
Ayrica, yazarlar ¢ (Q, p, ) := < ) pozitif sabitinin en iyi sabit

oldugunu da gostermistir.
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Yakin bir zamanda, Lian (2013) (1.22) Rellich esitsizligini geligtirmistir. Agikca ifade

é =1lvek= k<Q7p’ Oé) = (Q(P;1)+Ot)<Q—(;¢)—2p)

(
etmek gerekirse, 1 < p < %, % +

olmak tizere, Lian

| Agnul’ / =" P
Nl 2 (- 1)@+ 20— ) hr "
e (|2 +02) " B (|2 4 2) 0
2p
> [kp+2(p— 1)(Q+2p—4) k:p/q] / &l T |ul? dzdl

B (|2t 12)

esitsizliginin her u € C§°(H™\{(0,0)}) i¢in gegerli oldugunu ispatlamigtir.

Hardy ve Rellich esitsizlikleri iizerine yapilan tiim bu g¢aligmalar diigtiniildigiinde,
H"™ Heisenberg grubunda radyal veya radyal olmayan cesitli agirlik fonksiyonlarina
sahip Hardy ve Rellich tipi egitsizlikler tiiretmek i¢in kullanigh bir yontem aragtirmak
makul bir istek olarak karsimiza cikmaktadir. Literatiirde; bir diferansiyel denklemin
¢oztimii hakkinda fikir sahibi olmak icin, Hardy ve Rellich esitsizliklerinden siklikla
faydalanildigi goriilmektedir. Peki bunun tam tersi olarak, agirlikli p—alt-Laplace ve
p—biharmonik denklemler gibi baz1 dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinden yola cikilarak genel agirliklh Hardy ve Rellich esitsizliklerinin varligini
ispatlamak miimkiin mii sorusu akla gelmektedir. Bu soruya cevap niteliginde elde
ettigimiz bazi sonuclar su sekildedir:

Teorem 1.1 Negatif olmayan a € C* (H") ve b € L}, (H") fonksiyonlar ile pozitif
v € C* (H") fonksiyonu

~Vin - (a|Vignd|" ™2 Vignd)) > b9P ™ (1.24)

agirlikh p—alt-Laplace esitsizligini hemen hemen her (z,1) € H" igin sagliyorsa p > 2

ve ¢, > 0 olmak iizere,
w|P
/ a|Vynul’ dzdl 2/ b\u|pdzdl+cp/ a‘VHHE‘ WP dzdl

geligtirilmis genel agirhklh LP Hardy tipi esitsizlik her v € C§° (H") fonksiyonu i¢in

gecerlidir.

Uyar1 1.1 1 < p < 2 durumu igin farkli bir kalan terimle birlikte benzer bir esitsizlik

mevcuttur.
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Teorem 1.2 Negatif olmayan a € C? (H") ve b € L;,, (H") fonksiyonlar1 ve pozitif
¥ € C* (H") fonksiyonu

Agn (a|Apn?[" 7 Agnd)) > 0P ve  — Agad) > 0 (1.25)
diferansiyel egitsizliklerini hemen hemen her (z,1) € H" i¢in saghyorsa

/ a|Agnul’ dzdl 2/ b|u|” dzdl
n Hn

genel agirhikli LP Rellich esitsizligi her u € C§° (H") fonksiyonu ve her p > 1 degeri

i¢in dogrudur.

Burada, Teorem 1.1 ve Teorem 1.2 ile sunulan metodlar, hem bilinen hem de yeni
Hardy ve Rellich tipi esitsizlikler elde etme adina oldukca pratik ve tiretkendir. Cesitli
agirlik fonksiyonlarina sahip Hardy ve Rellich esitsizlikleri elde etmek icin, sirasiyla
(1.24) agirhikh p—alt-Laplace ve (1.25) agirhikli p—biharmonik esitsizlikleri saglayan
uygun a ve v fonksiyonlarini belirlemek yeterlidir. Tezin uygulama kisimlarinda bu

durumu destekleyen ¢okca 6rnek verilmistir.

Diger taraftan, (1.23) L? Rellich-IT esitsizliginin Heisenberg grubunda L? durumuna
geniglemesi bulunmustur. Daha acik bir ifade ile, &« € R ve Qp > Q@+« > p > 1 olmak
tizere, her v € C§° (H™\ {(0,0)}) icin
(= +2) Q-Q—a\' [ (.
/n U+ Al dedi > (T) / (2 + 2) 7 |Vt dzdl

ks

p
esitsizliginin ispat1 verilmigtir. Ayrica, (W) pozitif sabitinin en iyi sabit oldugu
ispatlanmigtir. Bu sonug, Oklid uzayinda da yenidir. Daha sonra, (1.23) ile verilen

Rellich-IT esitsizliginden faydalanilarak, her v € C§° (H" {(0,0)}) fonksiyonu igin

p 2 2 Q' [ 2
(/ — |Apnul dzdl) (/ 0|z u2dzdl) > = / —2u2dzdl

ikinci mertebeden Heisenberg- Pauli- Weyl esitsizliginin gecerli oldugu gosterilmigtir.

Ayrica, a € R, Q +a > 1 ve Q > p > 1 olmak tizere,

paP‘H’ pap
/ W |Agnul” dzdl > ¢ (Q,p, a) / Z_|p |Vinu - Vi p|? dzdl

n
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Rellich-Hardy-Poincaré esitsizliginin herhangi u € C§° (H™\ {(0,0)}) fonksiyonu igin
saglandig ispatlanmistir. Burada p sembolii, p = (|z\4 + l2)1/4 bi¢iminde taniml

H"’deki dogal norm fonksiyonunu temsil etmektedir ve ¢ (Q, p, &) pozitif bir sabittir.

Bunlarin yanisira, H" icindeki diizgiin sinirli bir €2 bolgesinde geligtirilmis iki-agirhikli
genel LP Hardy ve LP Rellich tipi esitsizlikler tizerine bazi yeni sonuclar elde edilmistir.
Bu tipten bir Hardy esitsizligi elde edilirken kullanilmig olan énemli araclardan biri,

her 0 <a € C'(Q) ve 0 < ¥ € C*(Q) igin gegerli olan

Hnﬁ|p_2

olV
— Vi - (ap? ol = Vi) >0 (1.26)

seklindeki bir diferansiyel egitsizliktir. Rellich esitsizligi igin ise elde edilen iki-agirlikli
geligtirilmis Hardy esitsizligi ve 0 < a € C* (), 0 < 9 € C* () fonksiyonlar i¢in

gecerli olan
Vi - (ap* V1) >0 (1.27)

tipindeki bir diferansiyel esitsizligin varligi temel dayanak noktalar olmustur. Te-
zin uygulama kisimlarinda, (1.26) ve (1.27) dogrusal olmayan kismi diferansiyel
esitsizliklerin ¢oziimlerinden yola ¢ikilarak, H" nin degisik bolgelerinde taniml tstel,
logaritmik ve radyal tipli ¢ok cesitli agirlik fonksiyonlarina sahip kalan terimli LP

Hardy ve LP Rellich esitsizliklerine ornekler verilmistir.
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2 ON BILGILER

Simdi, tezin gesitli boliimlerinde adlar1 siklikla gegen Oklid uzayindaki bazi temel
tanim, teorem, fonksiyon uzaylar:1 ve esitsizlikler verilecektir. Daha detayl bilgi i¢in

(Adams, 1975; Evans, 2002; Balinsky vd., 2015) kaynaklarina bagvurulabilir.

2.1 Fonksiyon Uzaylari
2.1.1 Test fonksiyonlar1 uzayi

R™, n—boyutlu Oklid uzay1 ve  bu uzayda tammh basit baglantih acik bir kiime
olsun. @ = (o, . .., @, ), negatif olmayan «; tamsayilarinin n bilegenlisi ise o’ya ¢oklu

indis denir.

n
ol = 3o
=1

olsun. x = (z1,...,x,) € R" ise
n
% = H:I;f‘
i=1

olur. 1 <i<nigin D; = % ise

po=[[o = 2"

iy ax?l . o 8:U%n

|a| . mertebeden bir diferansiyel operatér belirtir. Ozel olarak, bir v : @ € R* — R

) ile, Laplasyeni ise Au = 2 4.+ 2

u o
8&0%

fonksiyonunun gradyan: Vu = ( Bt B

seklinde gosterilir.

Negatif olmayan herhangi k& tamsayisi igin {2 bolgesinde |a| < k mertebesine kadar
tiim D% kismi tiirevleri var ve siirekli olan fonksiyonlarin uzayr C* (Q) ile gosteri-
lir. C* () ise Q bolgesindeki her mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin

uzayidir. Yani,
C>(Q) =[]C* Q)
k=0

dir. Bir u : 2 — R fonksiyonunun destegi soyle tanimlanir:

suppu = {x € Q:u(z) # 0}.
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Bagka bir deyisle, bir u fonksiyonunun sifirdan farkli degerler aldigi = € ) nokta-
larinin olugturdugu kiimenin kapanigina o fonksiyonun destegi denir. Eger suppu
alt kiimesi kompakt ise u fonksiyonunun kompakt destege sahip oldugu soylenir. €2
bolgesinde kompakt destege sahip olan C' (€2) ve C'*° (€2) siiflarina ait fonksiyon-
larmn olusturdugu uzaylar sirasiyla Cy (€2) ve Cg° (€2) ile gosterilir. C§° (€2) uzaymn

elemanlarima test fonksiyonu adi verilir.

2.1.2 [? uzaylari

Eger bir 6nermenin dogru olmadigi noktalarinin kiimesi sifir 6l¢iilii bir kiime ise veya
sifir Olc¢ilii bir kiime tarafindan kapsaniyorsa bu onerme hemen hemen her yerde

dogrudur denir ve bu ifade h.h.h. seklinde kisaltilir.

2, R™de olgiilebilir bir kiime ve 0 < p < oo olsun. €2 kiimesi tizerinde 6l¢iilebilir olan

ve
/ lul” dz < oo
Q

sartin1 saglayan [u] := {v:w=v hhh. x € Q} bi¢cimindeki denklik simiflarmmdan
olusan kiimeye p. kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinife denir ve bu simif

LP (Q) ile gosterilir. 1 < p < oo olmak iizere,

1/p
el oy = el oy = ( [ d:c)

normu ile L (2) bir Banach uzayidir.

Q2 bolgesinde 6lgiilebilir bir u fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde |u| < K olacak
sekilde bir K sabiti var ise u fonksiyonuna hemen hemen sinirlidir denir. Boyle
K’larin en biiyiik alt sinirina da «’nun €2 bolgesindeki esas supremumu adi verilir ve
ess sup, |u| seklinde gosterilir. Q2 bolgesinde gercel degerli, 6lgiilebilir, hemen hemen
her yerde sinirh olan fonksiyonlarin denklik siniflarinin olusturdugu uzaya dzde sinarl

fonksiyonlar uzayr denir ve L™ (Q) ile gosterilir. L™ () uzayi,

]| oo 0y = eSSSISl)plltl
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normu ile bir Banach uzayidir.

Q, R™de bir bolge ve 1 < p < oo olsun. €2 bolgesinin her K kompakt alt kiimesinde

/ |ul” dx
K

integrali var ve sonlu ise u fonksiyonuna €2 bolgesinde p—yerel integrallenebilir fonk-

siyon denir ve bu fonksiyonlarm uzayr LY (£2) sembolii ile gosterilir.

Hemen hemen her x € R" icin pozitif ve yerel integrallenebilir olan bir a fonksiyonuna
agirhik fonksiyonu adi verilir. 2, R™’de acik bir bolge, 1 < p < oo ve a bir agirlik

fonksiyonu olsun.

/a!u\pda:<oo
0

sartini saglayan oOlctilebilir u fonksiyonlarinin olusturdugu kiimeye aguriikls Lebesgue

uzaye denir ve LP (§2) sembolii ile gosterilir. Bu uzayda norm,
1/p
follzoy = ( [ alu o)
Q
olarak tanimlanmir. L? () uzay1 bu norm ile bir Banach uzayidir.

Teorem 2.1 [Fatou Lemmasi|. £ 6lgiilebilir bir kiime olmak tizere, (u,,)’ler nega-

tif olmayan olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise
lim inf / W, dr > / lim inf u,dx
ozelligi saglanir (Adams, 1975).

Teorem 2.2 [Monoton Yakinsaklik Teoremi]. E olgiilebilir bir kiime ve (u,,)
negatif olmayan olgiilebilir fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. Eger h.h.h.

x € F i¢in (u,) dizisi u fonksiyonuna yakinsak ise

lim U, dr = / udx

olur (Adams, 1975).
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Teorem 2.3 [Lebesgue Simirh Yakinsakhik Teoremi|. £ dlgiilebilir bir kiime ve
(u,), E tizerinde u fonksiyonuna h.h.h. yakisayan Lebesgue integrallenebilir fonk-
siyonlarin dizisi olsun. Eger h.h.h. x € FE igin |u,| < v olacak gekilde Lebesgue

integrallenebilir bir v fonksiyonu varsa u Lebesgue integrallenebilirdir ve
lim U, dr = / udx
esitligi saglanir (Adams, 1975).

Teorem 2.4 [Fubini Teoremi|. £, C R", Ey C R™ &lgiilebilir kiimeler ve u fonk-

siyonu F = E; X FE, tizerinde Lebesgue integrallenebilir olsun. Bu durumda,

(i) Hh.h. z € Ey i¢in u(z,.) fonksiyonu FEs iizerinde, ng udy fonksiyonu da FE;

tizerinde integrallenebilirdir ve

/ (/ udy) dx:/ud:cdy
Eq Es E

esitligi gerceklenir.

(i) Hh.h. z € B, igin u(.,y) fonksiyonu E; tizerinde, [ 5, udz fonksiyonu da Ej

iizerinde integrallenebilirdir ve

/ (/ udx) dy:/udxdy
Eo Eq E

esitligi gergeklenir (Adams, 1975).
2.1.3 Sobolev uzaylar:
a ¢oklu indis, Q C R™ bir bolge ve u € L (Q2) olsun. Eger her ¢ € C5° (Q) icin

/Q uD®¢dx = (—1) /Q vodr

1
loc

esitligini gercekleyen bir v € L; . (€2) fonksiyonu var ise v’ye u'nun «. mertebeden

zayf tirevi denir ve v = D%u olarak gosterilir.

2, R™de bir bolge ve 1 < p < oo olsun. k negatif olmayan herhangi bir tamsay1

olmak tizere,
Wk (Q) = {u € LP (Q) : ¥]a| <k icin D*u € LP ()}
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seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. Bu uzay

1/p
(Z\a|gk fQ ‘Dau|p d$> , 1 <p<ooise,

laj<k €8SUPg [Dul”,  p = oo ise

||u||Wk7P(Q) =

normu ile bir Banach uzayidir.

Cs° (Q) uzaymin W () uzayindaki kapanigt W(f P (Q) ile gosterilir. Diger bir deyisle,
her u € WP (Q) fonksiyonu icin lim, e ||u, — ullyrny = 0 olacak sekilde bir
(up) C C° () test fonksiyonlar: dizisi vardir. Wi? (Q) uzayr, W*? (Q) uzaymnda
bulunan ve (k — 1). mertebeye kadar tiim kismi tiirevleri 2 bdlgesinin 02 siirinda

sifir olan fonksiyonlarin simifidir. Herhangi negatif olmayan k& tamsayisi i¢in
WoP (Q) < WP (Q) — LF (Q)

gomiilmeleri gecerlidir. Genel olarak Wi () # W#? (Q) olmasina ragmen, = R"
durumunda W5* (R") = W (R") esitligi soz konusudur (Edmunds ve Evans, 1987).
p = 2 durumunda W"* (Q) = HF (Q) gosterimi tercih edilir.

a bir agirlik fonksiyonu ve €2, R™’de bir bélge olsun. k£ negatif olmayan herhangi bir

tamsay1 ve 1 < p < oo olmak tizere,
WEP(Q) = {u € LP(Q) : V|a| < k igin D*u € L (Q)}

seklinde tanimlanan uzaya agirhikle Sobolev uzayr denir. WFP (Q) uzay

1/p

I Z/Qa|Dau]pdx

|| <k

normu ile bir Banach uzayidir.

2.2 Green Ozde§likleri ve integrasyon Formiilleri

Q C R™ agik, siurh bir kiime ve k = 1,2, ... olsun. B (z, R) , zo merkezli R yaricaph

bir yuvari temsil etmek iizere, eger her bir xq € 9€ icin
QN B(zg,R) ={x € B(xo,R) : xp, >u(x1,...,Tn-1)}
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olacak sekilde bir R sayis1 ve C* smifindan bir u : R"! — R fonksiyonu varsa

09 s C* siifindan, her bir k& € N degeri icin 9Q s C* siifina ait ise C>

simfindandir denir. Eger 9Q smir1 O simifindan ise 9 smir1 boyunca dig yonlii birim

normal vektori n = (y,...,n;,...,7,) tammhdir. u € C* (ﬁ) olmak tizere, n - Vu
du

ifadesine u'nun dig yonlii normal tirevi denir ve o sembolii ile gosterilir. Ayrica OS2

sinirinin yiizey alan elementi dS' ile temsil edilir.

Teorem 2.5 [Gauss-Green Teoremi|. (2 C R™ smirli ve agik bir bélge ve 0€2 sinir1

C' smifina ait olsun. u € C* (ﬁ) ise1=1,2,...,n icin

/audx:/ un,dsS
o 0; i)

olur (Evans, 2002).

Teorem 2.6 [Diverjans Teoremi|. 2 C R" siirli ve agik bir bolge ve 9 sinir1

C! smifina ait olsun. O halde, her F € C! (ﬁ, ]R”) vektor alani igin
/didex:/ F -ndS
Q o9
olur (Evans, 2002).

Teorem 2.7 [Kismi Integrasyon]. Q ¢ R” siirh ve acik bir bélge ve 92 smir1 C*

smufina ait olsun. u,v € C* (Q) ise i = 1,2,...,n i¢in

/ 8uvda::/ uvmdS—/uﬁv dx
o 0z, o0 o O

olur (Evans, 2002).

Teorem 2.8 [Green Formiilleri]. Q C R" smirh ve acik bir bolge, 9Q siir1 C*

sinifina ait ve u,v € C? (ﬁ) olsun. O zaman,
i. fQ Audxr = faﬂ g—:;dS,

ii. fQ Vv - Vudz = |, g—f]udS — fQ uAvdz,
i, [, (uhv — vAw) de = [oq (udt — v32) ds,

on
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iv. [, |Vul’dze = [, g—ZudS — [ uAudz
formiilleri gegerlidir (Evans, 2002).

Teorem 2.9 f:R"™ — R stirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere, her

o € R" icin

/ uda::/ (/ udS) dR
" 0 OB(z0,R)

olarak hesaplanabilir. Ozel olarak, her R > 0 icin

i ( / udx) = / udS
dR \ JB(zo,R) 9B(x0,R)

olur (Evans, 2002).

2.3 Esitsizlikler

Simdi, bu caligmada siklikla kullanilacak olan bazi 6nemli esitsizlikler teorem halinde

ifade edilecek ve bu esitsizliklerden bazilar: ispatlariyla birlikte verilecektir.

Teorem 2.10 [Young Esitsizligi]. z,y € R, p > 1 ve Zlg—l—é = 1 olsun. Bu durumda

p q
p q

esitsizligi saglanmir (Evans, 2002).

Teorem 2.11 [¢’lu Young Esitsizligi]. Eger ¢ > 0, z,y € R, p > 1 ve % + % =1

1se 0 zaman

|ry| < ea? +c(e) y*

_9

esitsizligi gegerlidir. Burada c (¢) = (ep) 7 ¢~ Vdir (Evans, 2002).

Teorem 2.12 [Hoélder Esitsizligi]. 2, R™’de bir bélge, 1 < p,q < oo,

SR L
Q=

veu € LP(Q), v € L1(Q) olsun. Bu durumda, uv € L' (Q) olur ve

1/p 1/q
/ luv| dx < </ lul? dac) (/ ]v|qu)
Q Q Q

esitsizligi gecerlidir (Evans, 2002).
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p = 1 durumunda ¢ = oo olacagindan ||ul| Li(q) = €SSSuPq |u| olarak alimir. p = g = 2

iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi ad1 verilir.

Teorem 2.13 [Clarkson Esitsizligi]. 2 < p < co olmak tlizere, her z,y € R" igin

p p

r+y
2

r—y
2

< 3 (el +1P) 21)

esitsizligi saglanir (Clarkson, 1936).

Kanit. ik olarak Z,§ > 0 reel sayilart icin 2% + 77 < (3% + §2)”* oldugu gdsteri-
lecektir. £ = 0 veya § = 0 ise bu egitsizlik agikardir. £ # 0 ve § # 0 olmasi duru-
munda ise ispat1 § = 1 icin vermek yeterlidir; ciinkii elde edilen 77 + 1 < (22 + 1)” /2
esitsizligi £ i¢in uygulanirsa istenen bulunur. O halde, ¢ > 0 olmak {izere f (t) :=

(2 +1)”? — # — 1 fonksiyonu ele alnsn. f'(£) = pt |[(£2+ 1)172;2 — (tz)% >0

<&

oldugundan f fonksiyonu [0, 00) iizerinde artandir. f fonksiyonu artan ve f(0) =0

oldugundan, her ¢t > 0 i¢in f (¢) > 0 olur. Yani, herhangi Z,y > 0 reel sayisi igin

P4 P < (j2 + g12>p/2

esitsizligi gecerlidir. T = ‘xT“ﬂ ve § = ‘ﬂ icin bu esitsizlik uygulandiginda,

2
2)1’/2

2

r+vy
2

r—y
2

-y
2

‘ 2

<

Clarkson esitsizligi elde edilir. Ispatin son basamaginda p > 2 icin ¢ — [¢[” /% fonksi-

yonunun konveks oldugu kullanilmigtir. m

Teorem 2.14 Herhangi z,y € R" i¢in

(i) 1<p<2ise
2

(2.2)

_ y
4yl > e +plef Pyt o

(=] + [y[)
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(ii) p> 2 ise

lz+ylP > |z’ +pla)P P xy+ eyl (2.3)
olacak sekilde bir ¢, = c(p) > 0 sabiti vardir (Lindqvist, 1990). Buradaki “-”
sembolii R™ uzayindaki standart i¢ carpimi temsil etmektedir.

Kanit. (i) 1 < p <2 ve Z,7 € R olsun. Sabitlenmisg & ve § degerleri i¢in 0 < ¢ < 1

degigkenine bagh

f@)=1z+t(g—1)f (2.4)

fonksiyonu tanimlansin. Kismi integrasyon yardimi ile

FO=5 0+ O+ [ a-n o 25)
esitliginin gergeklendigi goriiliir. 2+t (g — &) = 0 oldugunda sonug agikardir. O halde,
0 <t <1 olmak tizere |z +t (g — Z)| # 0 olsun.

Fr)y=pli+t@G-2)" " @E+tG-2)- (G-
oldugundan, (2.5) esitliginde (2.4) fonksiyonu kullanilirsa

1
= P 4ol -5+ [ -0 0 d 26)
0
esitligi bulunur. Diger yandan, tiirev alma iglemi sonucunda

&) =pp=2)[F+t@G-2) (@ +tG-3) G-

tpla+t@G—a) (G —1) (5 — i)

oldugu gortlir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

@+t —2) G- D) < |2 +t@G-2) |5 -2
olur. Bu durumda, p (p — 2) < 0 oldugu dikkate alinarak

) =pp=2)E+t@—-d) @+t -o) 15—

+pli+t@—a)P 2y — )

=plp—D]E+t@G—a)f°j-z (2.7)
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esitsizligine ulagilir. Diger taraftan,

1 1/4
/0 (L—t) f (1) dt > z () dt (2.8)

0
esitsizliginin gecerli oldugunu gozlemlemek zor degildir. Bunun yaninda, 0 <t <1

icin

2+t (g — )| < 1=t 2]+ [¢] 9]

< [z] + [g|
esitsizligi elde edilir. Buradan, 1 < p < 2 i¢in
&+ (5 —3)" = (2] + (g
olur ve dolayisiyla
o zpe-n sl (29)
iligkisi bulunur. (2.8) ile (2.9) esitsizlikleri birlestirildiginde

! " 3p(p—1) |g—2a
— d
/o R N T

esitsizligi gerceklenir. Bu esitsizlik (2.6) esitliginde kullanildiginda

3pp—-1) |g—7
16 (12 +[g)* ™"

91" > "+ plFF T E - (5 - F) +

sonucu bulunur. Bu sonu¢ & = z ve § = x + y igin uygulandiginda istenen (2.2)
esitsizligi elde edilir.

(ii) Ik olarak p > 2 ve z,y € R” icin
o+ y" > Jal’ +plaf ey (2.10)

oldugu ispatlanacaktir. x = 0 veya y = 0 olmas1 durumunda bu egitsizlik agikardir.

O halde, x # 0 ve y # 0 olsun. p = 2 i¢in

ety =@+y) - (x+y) =z +2-y+ |y > |2 +22-y
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oldugu goriiliir. p > 2 oldugunda, —1 < t € R icin (1 +t)”> > 1 + 2¢ Bernoulli
esitsizliginin gecerli oldugu bilinmektedir. Boylece; ilk olarak Bernoulli esitsizligi,

daha sonra |2z - y| < |z|* + |y|” esitsizligi goz éniinde bulundurularak

)" = (2 + P + 20 )"

= (Jz* + |y\2)p/2 (1 + %—'y)p/g

jf* + lyI”

/2 p 2r-y
s (P (14 220
2|z + |y|”

pP_
= (2P + )" +p (2P + W) ey

o +yl” = (Jz +y|?

istenen (2.10) esitsizligine ulagihr. Simdi, (2.3) esitsizliginin ispatina baglanabilir.

(2.10) esitsizliginde x yerine Z, y yerine ise § — & alindiginda bu esitsizlik
gl > |&l” +p il & - (5 — )

halini alir. Buradan, kolayca dogrulanabilecegi gibi

T+y

P p 2

e Bt - 2)

olur. Bu egitsizlik (2.1) Clarkson esitsizligi ile birlestirildiginde,
-

7+ 15 > 25+ p AP (5 - ) +2 |

iligkisi elde edilir ve dolayisiyla

= ~|P
- - D=2 - e . T—1
|y|pz|x|p+p|x|P2x-<y—x>+2’_

2

esitsizligi bulunur. Sonug olarak, = x ve §y = x + y geri doniistimii yapildiginda
istenen
x4yl > |2 +plaff ey + 27 |y
esitsizligi elde edilir. Benzer iglemler tekrarlanarak, 217 sabiti
I—p 1-p =p 4 .= -
2P 4P 4 gl 4 T

olarak gelistirilebilir. m
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Teorem 2.15 [Hardy Esitsizligi]. 1 < p < n olmak {izere, her v € W' (R") igin

NP P
Vul de > (n p) / el g (2.11)
R™ P R \:U|

p
olur. Ayrica, <%> porzitif sabiti en iyi sabittir (Azorero ve Alonso, 1998).

Kamt. C5° (R™) uzay1 W? (R") Sobolev uzayinda yogun oldugundan, ispat1 C5° (R™)

smifindan olan fonksiyonlar i¢in vermek yeterlidir. v € C§° (R") olsun. O halde

W@W=—lm%WQ®WM=ﬂJmM”M@%WQ@MA

1
esitligi yazilabilir. Zincir kurali uygulandiginda
d
—/\ lu(A\z)| =z - Vu (\x)
olur ve boylelikle
lu (z)]P = —p/ u?~! (\z) (z - Vu (Az)) dA
1

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi |z| ™ ile ¢arpihp R" lizerinde integre

edilirse Fubini Teoremi yardimi ile

/n yu’g‘cgv’dx - —/n ﬁ/m w™H (Az) (2 - Vu (Ar)) dAda
=—p / / e 1|pAf" . Vu (Ax) drd)

sonucu bulunur. Hesaplamada kolaylik olmasi acisindan y = Az degisken degisimi

yapildiginda
(1, ..., Tp) _ -
9 (y17 ) y'fl)
olacagindan,
_ _ 11 x Y ou
de =X"dy, |zP' =yl PAYP ve — Vu(\z) =2V = —
P =y V() = L u ) =
olur. Tim bu degisikler ile son integral esitligi
p 00 p—1
/hmywzw/ g/u@@@
|zl 1 AT g fyP On
— p—1
S— / = E?)@dy (2.12)
n=pJen [yl" On
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halini alir. Diger yandan, Holder esitsizligi yardimi ile

—p [ w(y) Ou p (/ lu (y)I” )(/
———dy < —— ——dy
n—p/Rn ly|P~t on n—p \Jpn |yl” Rn

iligkisi elde edilir. (2.12) ve (2.13) ifadeleri birlestirildiginde

ou
8_77 (y)

pdy); (2.13)

s ) (L e )

esgitsizligi bulunur. Cauchy Schwarz esitsizligi ve gerekli sadelegtirmeler sonucunda

ou
8_77 (x)

istenen egitsizlik elde edilir.

Simdi, <u> sabitinin en iyi sabit oldugunu gosterelim. Keyfi ¢ > 0 degeri icin

[ e(n,p,e), r € 10,1] ise,
e (r) = { c(n,p,e)rP=/p=e r > 1 ise

seklindeki bir radyal fonksiyon ele alinsin. Burada ¢ (n,p,€) := p/ (n — p + pe)’dur.

Bu fonksiyonun tiirevi

i () = 0, r € [0,1] ise,
ANV =P > 1 dse

olarak hesaplanir ve buradan
p p p
/ uel” = / el dx+/ o
R | 7] B(0,1) |z R"—B(0,1) ||
1 00
=c’(n,p,e)wy (/ PPy +/ r_(lﬂ’e)dr)
0 1

1
=’ (n,p,e) wn/ r"Pdr 4 & (n, p, €) |Vu,|” dx
0

R

sonucu bulunur. w,, n—boyutlu B (0,1) birim yuvarinin yiizey alanidir. ¢ — 0 iken

limit alindiginda ispat tamamlanmig olur. m

n = p kritik durumunda (2.11) Hardy esitsizligi su sekilde verilir:

Teorem 2.16 [Kritik Hardy Esitsizligi]. n = p > 2 ve 0 C R” sinirh bir bolge

olsun. Bu durumda, her u € Wy (Q) i¢in

p—1 |ul”
/‘m Vu’ da:>( » ) /Q’x‘p(lzg I)pdx
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esitsizligi saglanir. Burada R = sup,cq |#|'tir (Takahashi, 2015).

Kamnit. Ispat: C$° (Q) siufindan olan fonksiyonlar icin vermek yeterlidir.

V-( T p—1

lz]? <log| ‘> 71) jz|” (log m)

ozdesligi, Diverjans Teoremi ve Holder esitsizligi yardimi ile
P 1
/ [ sda = 1/ |u|pV~ ’ p_1>dx‘
Q |xfP <log |x|) D Q 2P (log 4 |>
_ / Y [ul” - i da;‘
2 (tog ££)"
p— 2
p— Q |:L,|p 1 (10g |z|> |I|

= I%K/mp (ZZ /)|x| )

esitsizligi elde edilir. Boylelikle, son e§it81zhg1n p. kuvveti alindiktan sonra elde edilen

» -1 .. e
sonucun her iki yani < fQ ﬁdw) ifadesi ile sadelegtirilirse istenen sonug

bulunur. m
(2.11) Hardy esitsizliginin agirlikli hali su sekildedir:

Teorem 2.17 [Agirhkh Hardy Esitsizligi|. o € R, 1 < p < n + « olmak {izere,
her v € C§° (R") i¢in

. P
/]x|a|Vu|pde<¥) / l2|° 7P Jul? dz (2.14)

P
esitsizligi gerceklenir. Buradaki (W) sabiti en iyi sabittir (Balinsky vd., 2015).
Kanit. r = |z| ve ¢ (n) uygun bir sabit olmak tizere, n > 2 igin ¢ (n) r?>~" fonksiyonu
A Laplace operatoriiniin temel ¢oziimiidiir. O halde, her v € C§° (R™) fonksiyonu

i¢in
n) (Ar*™" u) = — (§,u) = —u (0)
esitligi saglanir ve dolayisiyla kismi integrasyon ile

Vr*™" . Vudr = ¢ (n) u (0) (2.15)

]Rn
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olur. Keyfi ¢ > 0 degeri i¢in 0 < u, := (u2+62)p/2 — e € Cf° (R") seklinde
tanimlanan fonksiyon ile u fonksiyonu ayni destege sahiptir. Her u test fonksiyonu
icin (2.15) esitligi saglandigindan, 6zel olarak u = u "t P se¢imi igin de saglanir.
O halde, u (0) = u, (0) r"™*77(0) = 0 oldugundan,
VrF eV (uer™P) dz = 0 (2.16)
RTL

esitligi vardir. Diger yandan,
VrE ™ = (2 —n)r'"Vr
ve
\Y (ugr”“‘_p) =" PV, + (n+a —p) prte=r=ly Vr

esitlikleri (2.16) integralinde yerine yazildiginda
Vr - Vu,

/r-pfafl

Ue dr =20

rP—a

d:);+(n+0z—p)/

n

R”

p—2
sonucu bulunur. Boylelikle, Vu, = pu (u? + €2) 2 Vu oldugu da dikkate alinarak,
son egitlik Cauchy-Schwarz ve u < v/u? + €2 egitsizlikleri yardimu ile

2 | 2\ .
(n+a—p)/ Ue dx:—p/ u(u®+¢€*) 2 Vr Vudx

rp—o rp—o—l

—2
. p/ (u®+ €)' |u||Vr- Val
n rp—a-l
(u? + 62)% |Vul
< p/ dx
n rp—o—l

seklinde yazilabilir. ¢ — 0 iken limit alindiginda Lebesgue Siirli Yakinsaklik Te-

oremi yardimiyla

_ p-1
nta-p P lul|f de < T‘”—M |Vu|dx
P n R™ Tp_l

esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin sagina Holder egitsizligi uygulandiginda

(—n—l—g —p) / P ulf do < (/ P Jul? d:v) ’ (/ r®|Vul? dl‘)p
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sonucu bulunur. Gerekli diizenleme ile istenen esitsizlik elde edilir.

p
Simdi, (%) sabitinin en iyi sabit oldugunu gostermek igin

)L rel0,1],
e (r) = r_<%+e), r>1

radyal fonksiyonu ele alinsin. Tiirev iglemiyle
/ 0, re[0,1],
u, (r) = _ <n+Z—p + e) T*(%Jre)? > 1
olur. R™deki kutupsal koordinatlar kullanildiginda, w, birim yuvarin yiizey alani

olmak fizere,

/ z|" [Vu.|” dx :/ |z |™ [ Vuel” dx—l—/ |z|* [Vul” de
n B(0,1) R7\B(0,1)
- p o0 n+o
_|nra-p p+e wn/ ro | = (552 +e) pr”_ldr
p 1
n+a—p |° > .
=|———— te€ wn/ =P dr
p 1
n+a—p P on
= |—F—F 4 €| —
p €p

ve

[oerrae= [ e [ g
n B(0,1) R"\B(0,1)
1 . 00 (nta—p
:wn/ roPpn dr+wn/ rap = (57
0 1
1 o)
— wn/ prtePlqgy +wn/ r= P tdr
0 1

(ire=st )
n+oa—p €p

olarak hesaplanir. O halde, ¢ — 0 iken limit alindiginda

p n—1
r r" T dr

Jon 2| [V u[” d n+a—p+ ’ 1
= €
a—p pd -
fRn ‘x| ‘ue| ' g (n-‘rtf—p + 1)
n+o—p p
p

p
sabiti bulunur. Bu da (%) sabitinin en iyi sabit oldugunu gosterir. m

31



Teorem 2.18 [Heisenberg-Pauli-Weyl Esitsizligi] . Her u € C§° (R") i¢in

(/R \Vu\de) (/ \x!Zqux) > %2 (/ uzd:c>2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikteki %2 sabiti en iyi sabittir (Weyl, 1931).

Kanit. r = |z| olmak {izere,
Ar? =2n

ozdegliginden

/ A (r2) ulde = 2n/ uldx

esitligi elde edilir. Soldaki integral ifadesi i¢in kismi integrasyon uygulanirsa

/ A (r2) wlde = — / \V4 (r2) -V (u2) dx
= —4/ urVr - Vudz

bulunur ve dolayisiyla

—/ urVr - Vudr = g/ uldx

olur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden, istenen

1 1
(/ r2u2dx> ( |Vu|2dx) > 2/ u*dx
. - 2 Jon

sonucu elde edilir. Burada esitlik hali, A, B € R ve B > 0 olmak tizere, u fonksiyonu-
nun sadece u (1) = Ae 5" tipindeki bir Gaussian fonksiyonu olmasi ile miimkiindir.
u(r) = Ae P fonksiyonu icin standart tiirev alma iglemleri uygulandiktan sonra

R™deki kutupsal koordinatlar yardimi ile gerekli integral ifadeleri hesaplandiginda

n?

- sabitinin en iyi sabit oldugu goriiliir. m

Simdi, (2.14) agirhkh Hardy esitsizliginden faydalamlarak Rellich esitsizliginin ispati

verilecektir.

Teorem 2.19 [Rellich Esitsizligi]. 1 < p < oo ven > 2p olsun. Her u € W2? (R")

icin

/n |Aul? dz > (n(p —Dn= QP))p/R g (2.17)

p? n \x!zp
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p
esitsizligi saglanir. Buradaki (W) sabiti en iyi sabittir (Davies ve Hinz,
1998; Balinsky vd., 2015).

p/2

Kanit. Herhangi € > 0 sabiti icin u, := (u? + €2)” " —¢€” olsun. u, fonksiyonu pozitiftir

ve u fonksiyonu ile ayni destege sahiptir. Gerekli tiirev iglemlerinden sonra
Auc =p (v + 62)p/2_1 IVul> +p(p—2) (u? + 62)p/2_2 V| u?
+p (u2 + 62)p/2_1 uAu
2 2\P/2—2 2 9 9 onNp/2—1
>p(p—2) (u +e) |Vul”u +p(u —|—6) uAu (2.18)

olur. v, = (u2 + €2)"* — /2 iin

2
\va = %uQ (u2 + 62)p/2_2 ]Vu|2u2

bulunur ve dolayisiyla (2.18) esitsizligi
_ 4(p—1
—p (u2 + ez)p/Q "uAu > —(p ) |VUE|2 — Au,
p

olarak yazilabilir. Buradan

2 2\p/2—1 — 2
_p/ W+ wAu,  4(p 1)/ Vo dx_/ Aue (2.19)

|x|2p—2 — p N |x’2p—2 N |x’2p—2

iligkisi elde edilir ve kismi integrasyon yardimi ile

[ = - -2 [ s (2:20)

n |l re [z
esitligi bulunur. Diger yandan, p = 2 igin (2.14) agirhkh Hardy esitsizligi

4(p—1)/ |Vve|2d%,> (»—1) (n—2p)2/ Ve o (2.21)

p w72 p n ||

sonucunu verir. (2.20) ve (2.21) ifadeleri (2.19) esitsizliginde yerine yazildiginda

2 2\p/2-1 _ _ 2 2
_p/ (W + )7 ubu, o (p—1)(n—2p) / Ve 4o
n R

o7 P o Jaf”

+ (n—2p)(2p — 2)/ |;|€2pdx

R”

33



olur. Boylece,

2 2\(p—1)/2 A 2\p/2-1 A
Y e T Py U T

’$‘2p72 |:E|2p 2

_ _9p)? 2
S (=) (= 2p) / % e
p re ||

uE
+(n—2p)(2p—2) / T
R ||

esitsizligi elde edilir. ¢ — 0 iken Lebesgue Sinirli Yakinsaklik Teoremi uygulandiginda

bu egitsizlik

p—1 . i p
/ Al n(p DOL2M/°MIM
n R

|x|2p 2 — p2 " |l_|2p

halini alir. Esitsizligin solundaki integral ifadesi i¢in Holder esitsizligi uygulandiginda

' PONT -1 (- '
2 2 2
" R[] p R[]

sonucu elde edilir. Boylelikle, istenen egitsizligin ispat1 tamamlanmig olur.

P
Simdi, ¢? (n,p) = (W) sabitinin en iyi sabit oldugunu gosterelim. Bunun

n—2p

olmak tizere, u = |z|” fonksiyonu ele almsin. Bu durumda

u € WP (B(0,1)) olur ve standart hesaplamalar ile

|Aul —04(n—a—2)‘i|2
|z]
oldugu gortiliir. Buradan, o =
u
|Au| = ¢ (n ]0)||$—|‘2 x#0

U = |x|_ak XB(O,I) € WQ’p (B (0, 1))

olsun. Bu durumda,
Jan 1AU|? dx
Jul? 4
fR” |z |2p
Jon |Aug|” da
|u Ip
foo Bl

< limp oo O (TL — O — 2) =c’ (n,p)

& (n,p) < 1nquW2P (R™)

< infkeN
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sonucu elde edilir ve bdylece ¢® (n, p) sabitinin en iyi sabit oldugu kanitlanmig olur.
]
Teorem 2.20 [Rellich-IT Esitsizligi|. n > 5 olmak iizere, her v € H? (R") icin

]Au! de > — / [Vul dx
4 Jer )

olur. Buradaki “- > sabiti en iyi sabittir (Tertikas ve Zographopoulos, 2007).

Kanit. r = |z| ve u € C§° olsun.

A(%):—Q(n4—4)

esitliginden

/n QA(1>dx_ 2 (n — 4) andx

ifadesi elde edilebilir. Soldaki integral icin iki kez kismi integrasyon uygulanirsa

/ —ZAud:E—/ ’VU‘ dr + (n—4 —4dx
Rn T n rr T

esitligi bulunur. Cauchy-Schwarz ve Young esitsizlikleriyle, her € > 0 i¢in

1/2 1/2
- —Audx < </ —dx) (/ |Au|2dx)
R”L r n

/ Fdx—I—— |Aul? da
Rﬂ n

olacagindan,

1 u? |Vul|?
= |Au| dr + (e —n+4) Rnﬁdxz/n = dx

sonucuna ulagilir. p = 2 i¢in (2.17) Rellich esitsizliginden

2

/ Aufde > (e—n+4) [ —do

Rnr

16 (e —n+4)
n?(n —4)°
iligkisi elde edilir. Buradan ulagilan sonug ise

16(e—n—+4) 1 2
(M—i——) |Au]2dx2/ |VZ‘ dx (2.22)
Rn n

n2 (n — 4)2 4e T
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seklindedir. f (n;e) := % + 4i€ olmak iizere, f fonksiyonu minimum degerini

0<e = % icin alir ve bu deger f (%) = - olarak hesaplamr. Her pozitif

n(n—4)

degeri icin (2.22) esitsizligi gecerli oldugundan, ¢ = ==

seciminin istenen sonucu
verdigi rahatlikla goriliir.

Simdi, "% sabitinin en iyi sabit oldugunu gosterelim. Keyfi € > 0 degeri igin

_(n=4 _ <
wiy=l TGN+l <l
r_( 2 +5), r>1

fonksiyonu ele alinsin. Kolayca dogrulanabilecegi tizere, tiirev alma iglemleri ile
n—4 2
|VU€ (7’)‘2 _ { (T E) ; r S 17

ve

n—4 Zn—121

ifadeleri bulunur. R™deki kutupsal koordinatlar kullanildiginda, w, birim yuvarin

yiizey alani olmak iizere,
/ ]Aue|2da:: / |Au€|2dx+/ |Aue|2dx
R B(0,1) R™\B(0,1)

4 2 1 2 00

= wp <n + 6) {(n - 1)2/ " dr + (E — e) / r_l_Qed:r}
2 0 2 1

n—4+ 2 (n—1)2+(n )21

= wn _— —_ e

7 € n—2 2~ ) 2

v € 2 V € 2 V € ’
[y R S
n T B, T RrR\B(0,1) T
= (n +e) wn/ " 3dr + (n_ + 6) wn/ r
2 0 2 1
n—4 N 2 1 n 1
Wn 2 ¢ n—2 2

esitlikleri elde edilir. Buradan, e — 0 iken limit alindiginda
2 n—1)> n 2
Jor | Bucf dr U+ (5 -¢) 5

Vu|? 1 1
Jzn el T;\ dx o T

ve

4
en iyi sabiti bulunur. m

36



3 H" HEISENBERG GRUBU

Tezin bu bolimiinde, Heisenberg grubu tizerindeki temel tanim, gosterim ve yapilar
verilecektir. Daha detayl bilgi i¢in (Garofalo ve Lanconelli, 1990; Stein, 1993; Than-
gavelu, 1998; Capogna vd., 2007; Bonfiglioli vd., 2007; Calin vd., 2007; Krantz, 2009)

referanslarina bagvurulabilir.
3.1 Temel Tanim ve Kavramlar

Heisenberg grubu icin tizerinde verilen igleme gore farkl tanimlar kullanilmaktadir.

Bu tanimlarin en kullanighilarindan biri su sekildedir:

Tanim 3.1 [Heisenberg Grubu]. { = (z,y,1), £ = (7,7,]) € R" x R” x R olmak

uzere,

Te(§) =Eol=(w+Ty+ Gl +1+2) (20 — yidi)) (3.1)
=1

ikili iglemi ile verilen (R?*"™! o) cebirsel yapisina Heisenberg grubu denir ve bu grup

H" sembolii ile gosterilir (Folland ve Stein, 1974).

Burada € o & +# € o & oldugu aciktir. Yani, H" {izerinde o igleminin degisme ozelligi
yoktur. Heisenberg grubunun birim elemam 0 = (0,0, 0)’dir ve bu gruptaki herhangi
¢ elemaninim tersi £ = —¢ olarak bulunur. Simdi, &, € € H" icin
h . H*"xH" — H"
€8 = nEdH=¢o&
bi¢iminde tanimlanan A dontigiimii verilsin. Bu dontigiim,

~ ~—1

hE &) =¢§o¢&
= (ﬁ,y,l) ° (_‘%7 _?jv _Z)

=@ —Fy—51-1-2) (xfi — yids))
i=1
seklinde yazilabilir. h doniistimiiniin koordinat fonksiyonlar: polinomlardan olustugu

icin A doniigimii her mertebeden stirekli tirevlenebilirdir. Dolayisiyla, H™ bir Lie

grubudur ve ayrica altinda yatan manifold R>*+!'dir.
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H" tizerindeki vektor alanlar: su gekilde verilir:

RO R N

X, =
: ol By; ol

ie{l,...,n}. (3.2)

Bu vektor alanlari, (3.1) iglemiyle verilen H" Heisenberg grubu iizerinde sol invar-
yanttir (Calin vd., 2007). Siirekli tiirevlenebilir keyfi X ve Y vektor alanlarinin Lie
carpimmi [X, Y] = XY — Y X bigiminde tanimlanir. Kolayca dogrulanabilecegi iizere,

H™deki (3.2) vektor alanlarimin Lie garpimlar: herhangi i, = 1,2,...,n igin

0 0 0

X, X V., Vil=|X;,,=| = |Y;,=| = X.. Y] = —48., —

[ Iz ] [17 ]] |: zaal:| |:zaal:| 07 [ i) ]] 5zgal

olarak hesaplanir. Burada o
_J L oe=y,
5“_{0, i3]

seklinde verilen Kronecker delta fonksiyonudur. Gercekten de, basit bir hesaplama

AR

ile Heisenberg grubundaki sifirdan farkli tek Lie carpiminin ¢ = 1,...,n igin
0 0 0 0 0 0 0 0
[Xi, Yi] = (a az) (ayi _2‘”"@) - <8yz 2%[) (a az)
0 0 0 0
-=2(gem) 512 (3
0
— —4—
ol

oldugu goriiliir. Bu yapiya Heisenberg grubu denmesinin nedeni de Lie ¢arpimlarinin
bu é6zelligindendir. Heisenberg grubundaki [X, Y] ikili iglemi ya sifir ya da —4%; 8 oldu-
gundan, ikinci mertebeden herhangi [[X, Y], Z] Lie ¢arpim sifirdir. Bundan dolay,

(3.2) vektor alanlar: ikinci mertebeden nilpotent Lie cebiri olugturur (Krantz, 2009).
(3.2) vektor alanlar1 yardimi ile Heisenberg gradyan vektorii
Vi = (X1s.o o, X, Y, o, V)

seklinde verilir. Verilen gradyan vektorii, H" deki her nokta i¢in 2n boyutlu bir vektor

alani olugturur. H™ deki alt-Laplace operator, diger adiyla Kohn Laplace operator

n

Apn = Vi - Vign = ¥ (X7 +Y7) (3.3)

=1
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seklinde tanimh olup, daha agik bir gekilde

"ol o o . g
B = Z(a st 5 T Wignar Mg T ) az2>

= Agen + 4 (|2° + |y[*) 5—2 + 42T
[? ol
olarak yazilabilir. Burada; Agen = >, (8‘9—; + g—%) ile (z,y) € R" x R"™ degigkenine
gore klasik Laplace operator, T ile T =" | <yia% — %%) seklindeki vektor alani
gosterilmektedir. Agn operatorii ikinci mertebeden 6z eglenik bir diferansiyel ope-
ratordiir. Bu operator sol invaryant ve alt-eliptiktir ancak H™deki hicbir noktada
eliptik degildir (Folland, 1973). u : H" — R tiirevlenebilir bir fonksiyon ve p > 1
olsun. H"deki p—alt-Laplace (p—Kohn Laplace) ve p—biharmonik (p—bi-Kohn Lap-

lace) operatorler sirasiyla

p—2
p

XZ'U

n

Apn pu = ZX [Z ’qu|2 + |Y1U‘2)
=1

p—2

n P

+ZY > (IXul® + [Yiul)
i=1

= VHn . (IVHnU|p_2 VHnU)

Y;u

ve
Abyu = Age (| Ameul’™? Agnu)
seklindedir.
I, n x n’lik bir birim matris olmak iizere,
=60 )
olsun. V ile R#"*! Oklid uzayndaki standart gradyan vektorii gosterilmekte olup,
Vin = AV, Agn =V - (ATAV)
iligkilerinin varlhigini gozlemlemek zor degildir. Bu durumda, agsagidaki
/ vAgrudé = —/ Vygnv - Vinud€ +/ vVmnu - Nygndo
Q Q o9
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Gauss-Green formiilii gegerli olur (D’Ambrosio, 2004). Burada n, 02 sinir1 boyunca

dig yonlii normal vektoér olmak iizere, ny. = An seklinde tanimhdir.

Heisenberg dilatasyon dontigiimii, yani H"’deki bir cismin seklini degistirmeyecek
sekilde genisletme veya daraltma igini yapan dontigiim, her pozitif reel A sayisi icin

(5)\ . H™ — H"
(ZE,y,l) = 5)\(x7y’l) = ()‘vayv )‘QZ)

seklinde verilir. §, doniigiimii bir grup izomorfizmdir. Basit bir hesaplama sonu-

)\2n+2

cunda J, doniigtimiiniin Jacobi determinanti olarak bulunur. |E| ile herhangi

olciilebilir £ C H™ kiimesinin olciisii ve d€ = dadydl ile R***1 uzaymndaki Lebesgue

Olctisii gosterilmek tizere, degisken degistirme formiili su iligkileri verir:
105 (B)| = A9|E|, dby(z,y,1) = \dzdydl = \?dE.

Burada ) = 2n+ 2’dir ve bu sayiya H" Heisenberg grubunun homojen boyutu denir.

Diger taraftan, H" 'nin topolojik boyutunun 2n + 1 oldugu unutulmamalidir.

Tanim 3.2 m € R olmak iizere, bir u : H" — R fonksiyonu her A > 0 degeri igin
w0y (z,y,0) =u ()\a:, Ay, )\Zl) = N"u(z,y,1)

esitligini sagliyor ise bu fonksiyonun homojenlik derecesi m’dir denir (Garofalo ve

Lanconelli, 1990).

(3.2) ile verilen X; ve Y; Heisenberg vektor alanlarinin 6, déniigiimiine gore birinci

dereceden homojen vektor alanlari olduklarini gostermek zor degildir. Gergekten de,
X (53) = Ax (Xi), Y3 (3)) = Ay (V)

oldugu goriiliir. H" Heisenberg grubundaki Vy» ve Agn tiirev operatorleri, 7, sol
otelemeye gore invaryant ve 9, dilatasyon dontisiimiine gore sirasiyla birinci ve ikinci

dereceden homojendir. Acik bir sekilde ifade etmek gerekirse,
Vin (uoTe) = (Vanu) o Te,  Vin (wody) = X (Vanu) 0 )y
ve
Agn (w0 T¢) = (Agnu) o Te,  Agm (w0 dy) = A (Agnu) o 5y
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iligkileri mevcuttur.

H"™ Heisenberg grubundaki dogal norm fonksiyonu

1/4

p=€llg = <Z($?+y3)> +1 (3.4)

i=1

seklinde tanimlhidir ve bu fonksiyon agagidaki 6zelliklere sahiptir:

L [|€]lgn = 0 ve [[f]lgn =0 <= £ =0.
2. |67 | = I=€llztn = 1€l -
3. ||llgn fonksiyonunun homojenlik derecesi 1’dir:

185 ) llse = |, Ay, A1) | = (1A )+ A1) = A €

4. |||lgn : H* — R fonksiyonu siireklidir.

ot

- |I*llgn - H*\ {0} — R fonksiyonu her mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir.

Bu 6zellikler H" tizerinde tek bir norm fonksiyonu belirlemez. Eger u, pozitif, sifir
noktasi diginda stirekli tiirevlenebilir ve homojenlik derecesi sifir olan bir fonksiyon

ise
1€l = w () 11l

ifadesi de H" tizerinde bir norm belirtir. Ornegin, R2"*! uzaymdaki
" 1/2
lell. = (Z (« + ) +l2>
i=1

standart Oklid normu aym zamanda Heisenberg grubu icin de bir norm ifade eder

(Krantz, 2009).

Tanim 3.3 H"\ {0} {izerinde siirekli ve pozitif olan bir u fonksiyonu, her A > 0
sayist i¢in u (9, (£)) = M (&) ve u (5_1) = u (&) sartlarim saghyor ise bu fonksiyona

H" tizerinde homojen norm adi verilir (Garofalo ve Lanconelli, 1990).
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Bu tanima gore, (3.4) normunun homojen oldugu agikardir.

¢ = (x,y,1) ve & = (&,7,1), H"de herhangi iki nokta olmak iizere, uzakhk fonksiyonu

(3.1)ile verilen o grup islemi ve (3.4) normu yardimu ile

din(6,8) = ¢ 0|
) 3 o\ 1/4
= ([(m—i:)2+(y—?j)2] + [l—l—Q(x'gj—j;-y)} )
seklinde tanimlanir. dg» fonksiyonu su ozelliklere sahiptir:

L dgn(§,6) =0 <= ¢=¢.

2. Simetri ozelligini saglar:

dun (,8) = || 0§

[CIE;

H~ n H~

3. Her &,,&,,&; € H" igin

din (€1,€2) < 7o [dmn (§1,83) + dun (€3, &5)]

olacak gekilde bir v, > 0 sayis1 mevcuttur (Krantz, 2009).

Kanait.

C = sup {du (£1,82) : 1€1llgn s [1€allgn < 1}

ve

D = inf {dgn (§1,&3) + dun (£3,€2) : [1€1llgn > [1€allgn > €3]l < 13

olsun. Buradan, rahatlikla C' > 1 ve D > 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

€115 » [1€2 ]l [1€5] 1 < 1 igin istenen

C
dH" (51,52) S C S 5 [dH" (§17€3) + dH” (53752)]

elde edilir. Simdi, herhangi £,, £,, &5 € H" igin ¢ = max {||&|Ign » 1 €allggn » 11€3] g }
¢ £ ¢ < 1icin &, = & :

B 51 H» ’ H§2HH” ’ Hg?’ Hr 1Gln é-1 6517 52 052 ve
&3 = &5 olur. Boylelikle,

olsun. Bu durumda,

dun (§1,65) = dH"(Cgh 052) = CdH"(gl7g2)
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ve

din (€1,€5) + dion (63, €2) = ¢ [dan (€1,&5) + dan (€3, &)

esitlikleri bulunur. Sonug olarak, herhangi &;,&,, &5 € H" degeri igin

C
dpn (€1a€2) < 5 [dH" (51763) + dpn (53a§2)]
esitsizligi gecerli olur. m

Simdi, tanmimlanan uzaklik fonksiyonu yardimi ile H™'deki agik yuvar ve kiirenin

tanmimlar verilebilir. H"'deki R yarigapl £, merkezli agik yuvar

By (€, R) = {€ € H" : dgn (€0, €) < R}

seklinde, R yarigaph £, merkezli kiire ise

Sur (&, ) = {§ € H" : dur (§0, &) = R}

olarak tanimlanir. H"’deki Byn (§,, R) yuvarina Heisenberg yuvari, bazen de Koranyi
yuvar, denir. R uzaymdaki Oklid yuvarmin iistlendigi rolii H"’de Koranyi yuvar
tistlenir. B (0, R) R?**! Oklid uzaymdaki R yaricaph sifir merkezli acik yuvar ise
R > 1 icin su iligki gegerlidir:

B(0,R) C Bu» (0,R) C B(0,R?).

H"’deki birim yuvarin hacmi

272l (n/2)

B 0.Vl = S T T (- 1) /2)

olmak tizere,
[Bin (69, B)| = |Ban (0. R)| = B9 | Baw (0, 1) (3.5)

esitligi s6z konusudur. Burada I" ve |-| sembolleri ile sirasiyla, Gamma fonksiyonu
ve R* 1’ deki Lebesgue olciisii gosterilmekte olup, (3.5) esitliginde H™'nin homojen
boyutu olan @nun belirdigine dikkat edilmelidir. Diger yandan, Sg. (0,1) C H”
birim kiiresinin yiizey alani wg = @ |Bgn (0, 1)] esitligi ile verilir (Coulhon vd., 1996).
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R"™ Oklid uzayindaki A klasik Laplace operatoriin temel ¢oztimiiniin
I'(n/2) 2—n
o IOg m, n =2
oldugu bilinmektedir. Folland (1973), Ag» Kohn Laplace operator ile A klasik Lap-
lace operator arasinda ¢ok onemli bir baglant: kurmus ve su sonucu elde etmistir: cg

sadece QQ’ya bagh

2@2Pr2 ((Q - 2) /4)
Q2

seklinde verilen pozitif bir sabit olmak tizere, sifirda tekil noktasina sahip

cqQ
v, (P) =
pe=2

fonksiyonu —Ap» operatoriiniin temel ¢oziimiidiir. Bagka bir deyisle,
—éQAHn/ﬂiQ = 50

esitligi gecerlidir. Diger taraftan, 1 < p < oo ve ¢, ile cg uygun birer sabit olmak
uzere,
p=Q
\Dp<p) — Cpp p_117 b ?é QJ
cgln 5 p= Q
fonksiyonu p—alt-Laplace operatoriin 0 € H" noktasinda tekillige sahip olan temel

¢Oztimiidiir (Capogna vd., 1996).
2, H™’de bir bolge ve 1 < p < oo olsun.
SYP(Q)={ue ’(Q):Vi=1,...,ni¢in X;u,Yiu € L* (Q)}

seklinde tanimlanan uzaya Heisenberg grubunda Sobolev uzay: denir. Bu uzay,

1/p
lullsure = ( [ (¥l + ) ds)

normu ile bir Banach uzayidir. C5° (Q) uzaymm S*? (Q) uzaymdaki kapams: S;” ()
ile gosterilir. Diger yandan, C§° () uzaymm ([, |[Vgnul” d€) ? normu altindaki ka-
panigt D7 (Q) ile, (f, | Agnul? d¢) Y2 hormu altmdaki kapanist ise Dy () seklinde
gosterilir. Ayrica, € bolgesi sinirli oldugunda, Sé’p (Q) ve D(l)’p () uzaylarindaki norm-
lar denktir. Bunlarim yaninda, a € L}, () ve h.h.h @ € Q i¢in a > 0 olmak

iizere, C§° () uzaymm ([, a|Vanul’ d€) P normu altindaki kapanigt Dy” (9, a) ola-
rak gosterilir (D’Ambrosio, 2004).
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3.2 Heisenberg Grubunda Diferansiyel Hesap

Tezin devam eden kisimlarinda

n 1/2
= (2,y), r=|2| = (Z (a2 +y3>> ve p =€l = (r*+2)"*

i=1
gosterimlerinin kullanimi tercih edilecektir. Simdi, hesaplamalarda siklikla kullani-

lacak olan H"’deki baz1 onemli 6zdeslikler ispati ile birlikte verilecektir.

Onerme 3.1 Tiirevlenebilir v : H* — R fonksiyonu radyal bir fonksiyon, yani
sadece p degigskenine bagh olan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her £ € H™\ {0}
icin
2
Vi (o) = 25l ()" (3.6)

esitligi gecerlidir.

Kanit. Gerekli tiirev alma iglemleri ile, her 2 = 1,...,n igin
_ Ou(p) Ou(p) _ 5ﬂ ap y
ve
_ ulp) Ou(p) _ (Op Ip\
V() = G2 =22l = (2202 ) (o (3.8)

esitlikleri bulunur. r = (327, (22 + y2))"* ve p = (' + 2)"/* olduguna dikkat edile-

rek, gerekli hesaplamalar yapildiginda

I 1 4 93/ l

— = l 2l = —

o 4 (r+8) 203"

dp 1y oy-3/4, 30r 4 | 2\—3/4 3Ti r?

9o = 1 (r*+1?) r o, (r*+1%) """ r . p3:c

ve

8,0 1 4 —3/4 or —3/4 y r2
— ZZ 4 37 (4 l2 3 L ;

0y 4 (r - ) g Oy (T * ) r ng

kismi tiirevleri elde edilir. Bu kismi tiirevler (3.7) ve (3.8) esitliklerinde yerine yazilirsa
Xaulp) = (w5 + s ) o' )
W(p) =\ Tig TYi5 |up
PP
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ve

V(o) = (s~ ) ol (0

p P’

esitlikleri bulunur. Sonug olarak, istenen
Vinu (p)|* = Vinu (p) - Vinu (p)

_ Z (IXiw () + [Yiu () )
= Xn; ' (p)[° [(x;—Z + %%)2 + (y;—z — xi%)zl

n 4 2 4 2
o fT { r l
=> [ (p)l (Fﬁ Y+ 5%2)
=1
2
r 2
=z ' (p)]

0zdesligi elde edilmis olur. m

Onerme 3.2 v : H* — R tiirevlenebilir radyal bir fonksiyon olsun. O halde, her
¢ € H"\ {0} icin

2

Barulp) =15 (w0 (o) + 2 ) (39)

bwl =

esitligi mevcuttur.

Kanit. Bir 6nceki 6nermedeki hesaplamalardan her ¢ = 1,2,...,n icin
Xulp) = (s + s )W ), Vel = (05— )ull) 610
p p p p
oldugu bilinmektedir. Benzer hesaplamalar ile, ¢ = 1,2,...,n i¢in
r? I r? I
X () = (a:p— ¥ yp—) W' (p), Y (p) = (yp— - p—) (o) @)

sonuglar1 bulunur. (3.10) ve (3.11) esitlikleri yardimu ile
2 TQ ! /
Xiu(p) =X; xiE“‘yiE u' (p)

s, 9] r? l r? !
= 2y — J— - - ) X
u' (p) (axl + yzal) (wzpy) +yzp3) + (:mp:,, +yzp3) ' (p)

rd r?l 12
+u” (p) [mfﬁ + 2%%F + yfﬁ]
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ve

, 0 0 r? l r? l ,
=u'(p) <3yi 2x 8[) <yz o ZE> + (%E _l‘lﬁ) Yiu' (p)

2 2
. T 2 2 2 T l 3 212 2 4
=u'(p) {; + (xl —i—yi) ;-0—6%%‘? - ? (xil +yir )
rd r?l o [
+u” (p) {y — 20— + 1 —}
p° P p°

kismi tiirevleri elde edilir. Boylelikle,

n

Agnu(p) =D (X7 +Y72) u(p)

=1
n 2 n 2
i [2%+ (22 + ) %} £ () [<x3+ P ]
=1 P P 1=1
7,.2 7,2

istenen sonucuna ulagilir. m

(3.9) Ozdegliginin p—alt-Laplace operator igin olan daha genel hali su sekildedir:

uw (p(§)) # 0 olmak iizere, her £ € H™\ {0} ve p > 1 i¢in

Baw g (9) = S P (0= 0 () + @ - 1) 2 (3.12)

formiili gegerlidir. @ € R olmak ftizere, (3.6) ve (3.12) 6zdesliklerinde 6zel olarak

u(p) = p* fonksiyonu diigiiniildiigiinde, sirasiyla

Vi p®| = || rp* (3.13)
ve

Apnpp® = alal’ > (Q+ ap — a — p)rPpP=o=  p>1 (3.14)
esgitlikleri bulunur. Bu esitlikler, « = 1 ve p > 1 olmas1 durumunda, sirasiyla

Vi pl = =
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ve

rP

pp+1

By = Vol L2 = (@ - 1)
halini alir. @ € R ve p = 2 durumunda ise (3.14) ile verilen formiil

Apnp® = a (Q +a —2)r?p** (3.15)
olur.
Onerme 3.3 o, 3 € R, r = |2| ve p = (r* + 12)"/* olmak iizere,

Vinr? - Vi p® = afrfT2p*=4 (3.16)
ve

A (rPp*) =a(Q+a+28 =2)r"2p* 1 1 B(Q+ B —4)r"2p"  (3.17)

ozdeglikleri mevcuttur.

Kanit. Standart tiirev alma iglemleri ile

Vianr? - Vanp® = afrf= 1 p* Wnr - Vignp (3.18)
esitligi bulunur. Diger yandan, ¢ = 1,...,n i¢in
or or  x; or ar
Xir = Yo =—, Yir= — 2o ==
" 8xi+ Yol T " Y; T
ve
op op r? l op op r? l
Xip = Wy =i v, Yip= 2 =Yy — Ty
P=n T T g =g T St Sl g T g
oldugundan, sirasiyla
Vir = (L, 22 0 1)
r r’or r

ve

v ( r? N l r? N [ r? l r? l )
HrP = | P13 Y= Tn— Yn—=UY1—5 — X151y Yn—= — Tpn—3
p3 p3 p3 p3 p3 ;03 p3 p3
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vektorleri elde edilir. Buradan,

n

r l r l
Vurr - Vgnp = (xf— +ryi— Y — — xzyz_>
Z p3 rp3 p3 ’I"p3

=1

sonucu bulunur. Bu sonug (3.18) esitliginde kullanmildiginda (3.16) 6zdesligi elde edilir.

Simdi, (3.17) 6zdegliginin dogrulugunu gésterelim. Ilk olarak,

2 32 32 82 82
oy — A 4 (1?2 2y ) B
2 92 T Yol “@@+(%ﬂmeT

— (ﬁ (B—=2)rP 22 +28r°2 4 B (B — 2) 7"8_4%.2)
=B@2n+pB—2)r"? (3.19)

oldugu goriiliir. Boylece, gerekli tiirev iglemlerinden sonra (3.15), (3.16) ve (3.19)
ozdeslikleri kullanildiginda

Agn (rPp*) = Var - (p°Vanr? + 17 Vi p?)
= Vana . VHnTB + paAHnrﬁ + VHnTB . Vana + TﬂAana
=208 202 1 B(Q+ B —4) 1P + a(Q + a— 2)rPTpet

=a(Q+a+28-2)r"2p" L B(Q+ 5 —4)r" 2"

esitligi bulunur. m

Onerme 3.4 Z := {¢ = (z,]) e H" : 2 = 0,1 € R} olmak {izere, her £ € H™\ Z icin

3

r2

ve
p3
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ozdeslikleri gegerlidir.
Kanit. (3.13) ve (3.16) 6zdeslikleri diigliniilerek gerekli tiirevler alindiginda

3 30*r*Vinp — 21 p*Vign
VHn(p>Van:(pT H" P r HT)‘Van

r2 r4
B 3p*r? |VHn,0|2 — 2rp3Vynr - Vign p

i
=1

sonucu bulunur. Diger yandan, elde edilen bu sonug ve (3.15) esitligi yardim ile
3 3 3
Vi - (p—QVHnP) = Vi <p_2) Vg p + p—QAHnP
r r r
=@
formiiliine ulagilir. m

Onerme 3.5 p fonksiyonu H™\ {0} bélgesinde co—harmoniktir. Bagka bir deyisle,

p fonksiyonu
an (|Van|2) : Van =0

denkleminin bir ¢oztimiudiir.
Kanit. (3.13) ve (3.16) 6zdeslikleri yardimiyla
r? 2rp*Vinr — 2r2 pVin
Vign (—2>'VH",0: s 1 P Hp‘VH"I)
p p
29Vt - Vignp — 202 Vi p|”
- 4
p
r T2 2
p p

=0
istenen sonucu elde edilir. =

Onerme 3.6 Tiirevlenebilir v : H* —» R fonksiyonu sadece r ve [ degiskenlerine

baglh bir fonksiyon, yani silindirik bir fonksiyon ise

2 (Ou 2 , (Ou\®
|Vinu (r,0)|" = (E) + 4r a1
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ve

2 Q-390 0?
Agru (r,l) = (8 5+ . E+4T2ﬁ)u(r’l)

esitlikleri mevcuttur.

Kanit. Gerekli tiirev alma iglemleri ile, herhangi i = 1,... n icin
0 8 ou x; ou
ve
0 0 ou ou
Y; ) l - - 2 7 7l - - — 2 i
u(rl) <3yl xaz)“(r )= T Hy

esitlikleri elde edilir. Buradan

(Vi (r,1)]* = Venu (r,1) - Vignu (r, )

=3 (X (r. )P + ¥ (r.DP)

i=1
+§3

8uyz -9 % i
orr xl@l

@& + 2 8u
or r “ol

ou\> ou
= [ = 472 | —
(5) ()
istenen sonucu bulunur. Diger taraftan, (3.21) ve (3.22) esitlikleri yardimu ile

ou x; ou
X? =X, [ —= + 2y
(i) 1(87“ + az)

(9 5,00 (Quzi g, Ou
~ \ oz, o) \orr TV

_ﬁﬂiau__ﬁ%ﬁW@ﬁ+4W
o2 r2 0 or r2 orol Yi 012
ve
(9uy ou
Y2 =Y; Ly —
Cu(rl) = (8 P 29:1(,%)

(22 2) (22
-~ \ Oy ‘or) \orr ol

0w y? L Ou ou < yz> Awy 0%u L4 2@

o2 T or \r 2 v orol i e

r2

o1

(3.21)

(3.22)



kismi tiirevlerine ulagilir. Sonug olarak,

n

AHnu(r,Z)—Z[XQ (r, 1) + Yu (r,1)]

(#F +yf) [ Ou (2 ai+y} s oy O%u
= S 2T I ) g (22 4 ?) ——
Z [87’2 r2 + or <r r2 + (x’ +yz) 0l?

82 Q-390 , 07
_(8T2+ T 54_4 3l2)u(r’l)

ozdegligi elde edilir. m

a € Rigin u (r,l) = r* 6zel durumunda, yukarida elde edilen 6zdegliklerden
|Viger®| = |of 7

ve
Apnr® = o (Q +a —4)r*?

sonuclarima kolaylikla ulagilir.

3.3 Heisenberg Grubunda integral Hesap

Bu altboliimde, Heisenberg grubundaki bazi radyal ya da silindirik tipli fonksiyon-
larin integralini daha rahat hesaplayabilmek i¢in D’Ambrosio (2004) tarafindan kul-

lanilan kiiresel doniistimler tanitilacaktir.

0 < R < Ry <00, Q:= Bgn(0,Ry)\Bgn (0, Ry) ve u € L' (Q) olsun. Amag, ve-
rilen bir € halkasi tizerinde fQ ud integralini hesaplamaktir. €2 halkasi tizerindeki

herhangi

52 (Z’l) = (..'L',y,l) = (:Elw"al‘nayl)"'vynal)
noktasimin kiiresel koordinatlardaki gosterimi

x1 = pVsinf cos by,
y1 = pVsin @ sin 6, cos by,

Tp_1 = pVsinf#sinf,sinby - - - cos by, 3,
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Yn_1 = pVsinfsin by sin by - -
Tp, = pVsinfsinfysinfby - -
Yn = pVsinfsin b sin b, - -

- sin 9271—3 COS 92n—27
- 8in @9, _3 sin B9,,_o cos Oy, _1,

- sin 92n—3 sin ‘92n—2 sin ng_l,

[ = p®cosb

seklindedir. Burada, 8 € (0,7), i =1,...,2n — 2 igin 6; € (0,7), 02,1 € (0,27)
ve R| < p < Rydir. Yukarida tanimlanan kiiresel doniigiimden 12 = p?sin @ esitligi
rahatlikla elde edilebilir ve kiiresel koordinatlardaki p, 8,61, ..., 69,1 degiskenlerinin

agik sekli agsagidaki gibidir:

p= (7,4 + l2)1/4,

2
0 = arcsin (7"_2) ,
p

X

1
0, = arccos <—> ,
r

Yn—1

(92”_2 = arccos o3 . o | >
r[2; sinb;

Lon—2
2n—2 - :
r[2 sinb;

Kiiresel koordinatlarda kullanilan

0s,,_1 = arccos <

N R2n+1
— @(p,@,@l,..

o R2n+1
(p7 67 Qla s 70271—1)

doniigiim operatoriiniin Jacobi matrisi J (®) ile gosterilir ve

-70271—1) = ($17...,$n,y1,...,yn,l)

Oz _Oz1
p 002n-1
J@)=1|: -
o .. ol
op 02n—1d (2n+1)x (2n+1)

seklinde tanmmlanmir. J (®) Jacobi matrisi (2n + 1) x (2n + 1) boyutlu kare matris

oldugundan, J (®)'nin determinant1 vardir ve tiimevarim teknigi ile

Oz 91y
8 69 n—
detj(q)):a(xl,”.jl‘n’yl’“.’yn’l):det ’ 23 1
9(p,0,01,...,00, 1) a . a
dp T 902,
= p?" 1 gin™ 1 sin® 20, - - - sin Oy
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olarak hesaplanir. O halde, H™"'deki birim yuvarin kiiresel koordinatlardaki hacim

diferansiyeli

d¢ = dzdl = |det J (®)| dpdfdf; - - - dBs_odBs,_y

= p2n+1 sin”fl 0 SinniQ 91 -+ -sin Hgn,gdpdedel s d92n,2d62n,1

ile ifade edilir. Bu ifade daha kompakt olarak d¢ = p***ldpdo = p9® 'dpdo seklinde

yazilabilir. Burada
do = Sinnil 0 sin2"*2 (91 -+ -sin 92n,2d9d01 cee d@gnfgdegnfl,

H™deki birim kiirenin yiizey alan diferansiyelini temsil etmektedir. Bu takdirde,

H"™’deki birim kiirenin yiizey alani

e (0,1)] =/ do
Sun (0,1)

olmak fizere,

1
n 1
| Ban (0,1)] = / ds :/ / P Ldpde — 158 O D]
Byn (0,1) Sun (0,1) Jo Q

|Ban (0, R)| =/ d¢ = d(R@:RQ/ d¢ = R2 |By» (0, 1)]

Byn (0,R) Byn (0,1) By (0,1)

ve

iligkileri vardir (Krantz, 2009). |-| ile R?"*V’deki Lebesgue ol¢iisii gosterilmekte olup,

bu iligkilerde H" nin homojen boyutu olan ¢’nun nasil belirdigine dikkat edilmelidir.

Simdi, H" deki radyal veya silindirik bir fonksiyonun integrali hesaplanirken ihtiyag
duyulan cesitli 6zdeslikler verilecektir. Ornegin, u = u (r,1) silindirik bir fonksiyon

olsun. R?"’deki birim kiirenin Lebesgue yiizey olctimii

2 s s
Won — / / e / Sin2”_2 91 -+ -sin (92n,2d01 L degnfgd(ggnfl
0 0 0

=27 (/ SiIlzn_2 91(191) s (/ sin 92n—2d92n—2)
0 0

olmak tizere, [, u (r,l)d¢ integrali

s Ro
/ u(r,l)d¢ = wgn/ / P (p\/ sin 6, p® cos 9) sin" ! Odpd6
Q 0 Ry
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olarak bulunur. Diger yandan, u = u (p) radyal bir fonksiyon oldugu takdirde

/Q u(p)d€ = ws, ( /0 i ede) ( /R R p2”+1u<p>dp)

egitligi mevcuttur. Bunlarin yaninda, u fonksiyonu

tipindeki bir fonksiyon ise 7 = p? (sin#)"* esitligi de dikkate ahnarak, Jou (&) de

integrali agagidaki gibi hesaplanabilir:

[t = [ Zu s = wn, ( / (singy de) ( / R p2”+1w<p>dp).

Bu integralden faydalanilarak, u = r*p® tipindeki bir fonksiyon icin integrallenebilme

sartlar1 su sekilde belirlenebilir:

i. Eger 2n > —ave2n+2 > —a — [ ise

/ rpPdE < oo,
Bgn (0,1)

ii. Eger 2n > —ave2n+2 < —a — f ise

/ repPde < oo.
H\ By (0,1)
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4 GENEL AGIRLIKLI HARDY TIPI
ESITSIZLIKLER
4.1 Giris

Klasik Hardy ve Heisenberg Belirsizlik Ilkesi esitsizlikleri spektral teori, harmonik
analiz, kismi diferansiyel denklemler, geometri, kuantum mekanik ve bunun gibi pek
¢ok alanda 6nemli uygulama sahalarma sahiptir. Bunun igin (Weyl, 1931; Baras ve
Goldstein, 1984; Okawaza, 1996; Brezis ve Vazquez, 1997; Folland ve Sitaram, 1997;
Crespo ve Alonso, 2000; Ciatti vd., 2007; Detalla vd., 2012) referanslarina bakilabilir.

R™ Oklid uzaymdaki klasik Hardy esitsizligi, n > 2 olmak iizere, Cg° (R™) siifindan

olan u fonksiyonlar igin

/ Vul?d > (”_2>2/ g (4.1)
R7 N 2 e |2[? ‘

iligkisinin gegerli oldugunu soyler. Bu esitsizlikteki (”7_2)2 sabiti en iyi sabittir, fakat

H} (R™) simfindan olan sifirdan farkh higbir fonksiyon ile bu sabite ulagilamaz.

Ilk ve en iinlii Heisenberg Belirsizlik Ilkesi esitsizligi Heisenberg’in kuantum mekanik
alaninda 1927 yilinda yapmig oldugu mesghur ¢aligmasina dayanmaktadir (Heisen-
berg, 1927). Heisenberg Belirsizlik Ilkesi'me gore bir parcacigin momentumu, yani
kiitlesi ile hizinin carpimi, ve konumu ayni anda tam olarak olgiillemez. Bu prensip
matematiksel olarak Pauli ve Weyl (1931) tarafindan formiilize edilmistir ve do-
layisiyla bazen Heisenberg-Pauli- Weyl esitsizligi olarak da adlandirilir. Heisenberg-
Pauli-Weyl egitsizligi her u € C§° (R") fonksiyonu igin

2 2
( |Vu|2dx) ( |x|2u2dx) > o (/ u2dx> (4.2)

olarak verilir. Bu egitsizlikteki "72 sabiti en iyi sabit olup, burada esitlik hali A, B € R
ve B > 0 olmak iizere, u fonksiyonunun sadece u = AeBlel? tipindeki bir Gaussian

fonksiyonu olmasi ile miimkiindiir.

Hardy ve Heisenberg-Pauli-Weyl esitsizlikleri R" uzayinda kapsamh bir gekilde ince-
lenmig olup konuyla ilgili literatiir oldukga genig ve zengindir. Referans olarak (Ken-

nard, 1927; Alonso ve Vazquez, 1995; Folland ve Sitaram, 1997; Adimurthi vd., 2002;
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Filippas ve Tertikas, 2002; Barbatis vd., 2003a, b; Gazzola vd., 2004; Abdellaoui vd.,
2005; Ciatti vd., 2007; Frank ve Seiringer, 2008; Ghoussoub ve Moradifam, 2008;
Cowan, 2010; Goldstein vd., 2011; Skrzypczak, 2013; Hauer ve Rhandi, 2013; Fall
ve Mahmoudi, 2014) caligmalarima bakilabilir. Ote yandan, bu esitsizliklere cesitli
soyut yapilarda da yogun bir ilgi vardir. Bu dogrultuda, (4.1) ve (4.2) esitsizliklerini
Heisenberg grubuna ilk tagiyan Garofalo ve Lanconelli (1990) ikilisidir. Bu ikilinin

elde ettigi esitsizlikler agikca soyle ifade edilir:

_ 2 2
IR (%) [ e (43)

(/H IanuPdf) (/nr2u2d£) > (?)2 (/ ;—Zu2d§>2 (4.4)

esitsizlikleri her v € Cg§° (H™\ {0}) fonksiyonu igin gegerlidir. (%)2 sabiti (4.3)

ve

esitsizliginde en iyi sabit olmasina ragmen (4.4) esitsizliginde en iyi sabit degildir.

Garofalo ve Lanconelli'nin bu ¢alismasindan sonra, Hardy ve Heisenberg-Pauli-Weyl
esitsizliklerini Heisenberg grubu iizerinde ¢esitli yonlerden inceleyen caligmalar ar-
tarak devam etmistir. Ornegin Niu vd. (2001), H™deki p—alt-Laplace operator ile
iligkili olan Picone 6zdegligini kullanarak (4.3) Hardy esitsizligini L? durumuna ge-
nigletmigtir. Daha sonra Goldstein ve Zhang (2001), (4.3) Hardy esitsizliginin farkl
bir ispatin1 vermis ve bu esgitsizlikteki (%)2 pozitif sabitinin en iyi sabit oldugunu
kanitlamigtir. Han ve Niu (2003), Picone 6zdegliginden faydalanarak Heisenberg gru-
bunun c¢esitli alt bolgelerinde tanimh farkh tipte Hardy esitsizlikleri elde etmistir.
Bunlarin yaninda, D’Ambrosio (2004) Heisenberg grubunda LP Hardy esitsizliginin
agirlikli hali tizerine galigmugtir. Ayrica, Kémbe (2010) (4.4) ile verilen Heisenberg-
o?

Pauli-Weyl esitsizliginin =- en iyi sabitli halini bulmusgtur.

4.2 Genel Agirlikli Hardy Esitsizligi ve Bu Esitsizligin Bazi
Uygulamalari

Belli simiftan olan fonksiyonlar i¢in Hardy tipi esitsizlikler elde etmenin en etkili

araglarindan biri diferansiyel denklemlerden veya diferansiyel esitsizliklerden fay-
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dalanmaktir. Bu baglamda elde ettigimiz asagidaki sonug, H"deki agirlikli p—alt-
Laplace esitsizligi ile genel agirhkh LP Hardy esitsizligi arasindaki kuvvetli iligkiyi

gostermesi acisindan 6nem arz etmektedir.

Teorem 4.1 a € C' (H") ve b € Li.(H") negatif olmayan iki fonksiyon olsun.

loc

Pozitif ¥ € C*° (H") fonksiyonu hemen hemen her ¢ € H" igin
~Vin - (a|Vignd|" ™2 Vignd)) > 9P (4.5)

esitsizligini saglasin. Bu takdirde, sadece p degerine baglh olan pozitif bir ¢, sabiti

vardir; oyleki p > 2 ise

/ a\anuypdfz/ b\uypd5+cp/ a‘an%’pﬁpdg (4.6)

esitsizligi, 1 < p < 2 ise

[ alVuwar s> [ vrac+e, [ Vel
a nU = U C a — .
o . P S ([5000] + |Ven [ 0)77

esitsizligi, her u € C3° (H") fonksiyonu i¢in gergeklenir.

Kamt. 0 <9 € C* (H") ve u € Cg° (H") olsun. ¢ := % seklinde yeni bir fonksiyon
tanimlansin. (2.3) vektor esitsizligi x = Va1 ve y = 9Vgn i¢in uygulanirsa biraz

hesaplamadan sonra su sonuca varilir:

Vanul” = [oVend + IV’

> [l V9" + ¢ [Vinpl” +9 Vi d|"™ Vand) - Vign ([l") . (4.8)

(4.8) esitsizliginin her iki yan1 a fonksiyonu ile garpilip, elde edilen sonucun sagindaki

en son ifade i¢in H" tizerinde kismi integrasyon uygulanirsa
/ a|Vynul? d§ Z/H a|VHn19|p|g0|pd§+cp/ a|Vynpl” 9PdE
= [ Ve (ad [Vl Vi) Il d
=— | V- (a|Vad"> Vigad?) 9 o] d€

Hn

—|—cp/ a |[Vnpl? 9PdE
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esitsizligine ulagilir. Daha sonra, (4.5) diferansiyel esitsizligi kullanildiginda

[ alVards = [ blel i +e, [ Vit orag
n n Hn

sonucu elde edilir. Son olarak, ¢ = % doniigiimii yapildiginda, istenen (4.6) esitsizligi
bulunur. (4.7) ile verilen esitsizlik de (4.6) esitsizliginin ispatinda izlenen yénteme
benzer bir yontemle, ancak (2.2) vektor esitsizligi kullanilarak, rahatlikla elde edile-

bilir. Boylelikle ispat tamamlanmig olur. m

Uyar1 4.1 p = 2 olmasi durumunda, ¢ = 1 olur ve (4.6) Hardy esitsizligi esitlik

halini alir. Acikca ifade etmek gerekirse
2 2 w2 o
/ a|Vioul?de = | bu d§+/ a‘an—‘ 92de
olur.

4.2.1 Teorem 4.1’in uygulamalari

1/2 1/4

Herhangi € > 0 sayist igin 7. := (€2 +172)"" ve p, := (r! +1?)"/" olarak tamimlansin.
r ve p fonksiyonlarinin 0’daki tiirevlenebilme sorunundan kurtulabilmek igin gerekli
hesaplamalar r yerine r., p yerine ise p, konarak yapilmali ve daha sonra Lebesgue
yakinsama teoremleri ile € — 0 iken limit alinmalidir. Ancak, bu durumun bilindigi
goz oniinde bulundurularak, sadelikten odiin vermemek ve kolaylik olmasi adina

hesaplamalarda r ve p fonksiyonlar1 tercih edilecektir.

Teorem 4.1 ile sunulan metod, hem bilinen hem de yeni agirlikli Hardy ve Heisenberg-
Pauli-Weyl tipi esitsizlikler elde etmek icin oldukca pratik ve tiretkendir. Burada

onemli olan,
~Vin - (a|Vgad|' " Vi d)) > 9P

dogrusal olmayan kismi diferansiyel esitsizligini saglayan uygun a ve ¢ fonksiyonlarini
belirleyip, gerekli hesaplamalardan sonra istenen b fonksiyonunu bulmaktir. Simdi bu

durum, H"’de ve H™" 'nin bazi alt bolgelerinde ¢esitli 6rnekler tizerinde gosterilecektir.

Ilk olarak, 1 < p < Q olmak fizere,

Q—p
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se¢imi yapilsin. Bu se¢imin Teorem 4.1°deki sartlari sagladigi agikga goriilmektedir.

O halde, gerekli iglemler yapildiginda

— p —
Vi - (0 |Vign 0P Vi) = (%) (%

— Q - p P ﬁﬁp—l
p ) p*

bulunur, ki buradan b = <@>p p”—p olarak belirlenir. Boylelikle, pP (1 + p)? > p*

P 2p

2)(p—1)—2p

oldugu da g6z 6niinde bulundurularak, Niu vd. (2001)’nin elde ettigi agagidaki L?
Hardy esitsizliklerine rahatlikla ulasilir.

Sonug 4.1 1 < p < @ olmak {izere, her u € C§°(H™\ {0}) i¢in

p Q—p\" [ ™ .
[ Vsapas = (2) [ Zupag (49

Q-p\" r?
wulPd &P " urd
/nWHu' gz( p )/anp(Hp)p'u' :

P
esitsizlikleri gegerlidir. Ayrica, (4.9) esitsizligindeki (%) pozitif sabiti en iyi sa-

bittir (Niu vd., 2001).

ve

Daha sonra, 2 = Bgn (0, R)\ {0} merkez noktasi ¢ikarilmig R—yaricaph Koranyi

yuvari iizerinde p > 1 icin

1

a=1 d=(R-p"

secimi yapilirsa

—1\Pyr
—Van - (a|Vgnd piQV n Z <p—> — (R — P
e - (a[Vand P Vignd) o) B0

p—1>p rP .
> P
- ( p ) pP(R—p)f

esitsizligi bulunur. Buradan, Teorem 4.1 yardimi ile agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2 Q = By» (0, R) \ {0} ve p > 1 olsun. Bu durumda, her v € C§°(2) igin

[ Ve = (M2 )/ﬂj plude

esitsizligi gecerlidir (Han ve Niu, 2003).
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Diger yandan, 2 = H"\ By~ (0, R) bolgesi tizerinde segilen
_ _ PN
a=1, ﬁ-(logﬁ> , O<a<l, p>R

fonksiyonlar1 ile Han ve Niu (2003)'nun elde ettigi baska bir Hardy esitsizligine

ulagilir.

Sonug 4.3 Q = H"\ By (0, R) olmak tizere, p > @ ve 0 < a < 1 olsun. Bu du-
rumda, her u € C§°(Q) i¢in
p

,
VenulPde > ¢ (o, p) | ———ulPd
Vet 2 eaop) [ sl

olacak gekilde bir ¢ («, p) > 0 sabiti vardir (Han ve Niu, 2003).

Simdi, p> 1, Q > a— f ve Q > 2+ p — 3 olmak tizere,
a = rﬁ_prP_a’ Y = pi%

fonksiyon cifti i¢in gerekli tiirev alma iglemleri yapildiginda,

_ + B8 —a\’ , ets-a_o_
Vi - (@ [V Vignd) = (%) N

p
— <M)p fﬁp—l
p pe

Q+p—a

P
» ) ;—i olarak belirlenir. Buradan, D’Ambrosio tarafindan

olacagindan, b = <
bulunan agagidaki agirlikli LP? Hardy esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.4 p>1ve a,f € Rolsun. Q > a — 3 ve ) > 2+ p — [ olmak iizere, her

u € C§°(H") fonksiyonu igin

B—p _ p B
/ ;MPWHW\%E(W) / ;—a\uypdg (4.10)
Hn ]H[n

esitsizligi gecerlidir (D’Ambrosio, 2004).

P
Uyar: 4.2 (4.10) esitsizliginin saginda beliren (%) sabitinin en iyi sabit oldugu
D’Ambrosio (2004) tarafindan gosterilmistir. Ayrica, bu esitsizligin o = 2p ve § = p

durumunda (4.9) esitsizligine indirgendigi agikca goriilmektedir.
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Bunlarin yanisira, ) —2 > p > 1 i¢in

_Q-p-2
a=1, V=r

secimi yapildiginda,

=9\ g_po
—Vin - (a|Vignd P72 Vignd)) = <M> P e

p
_ Q —pP— 2 b iﬁp—l
p rP
P
olur. Boylece, b = (%) 7% olarak belirlenir. Diger yandan, p = (r* + l2)1/4 > r

oldugu da goz oniinde bulunduruldugunda, asagidaki sonuclara kolaylikla ulagilir.

Sonug 4.5 @@ —2 > p > 1 olsun. O halde, her v € C{°(H") igin

/n [VenulPdg > (%) /H ’%df (4.11)

Q—p—2\" [ |ulf
2u|Pd LA S —d
/Hn\vﬂur 52( L )/npp ¢

esitsizlikleri gergeklenir (D’Ambrosio, 2004).

ve

Ayrica, @ = p > 1, @ < —1 olmak kosulu ile, By» (0, R) Koranyi yuvar: iizerindeki

[a+1]

a+p >
a= <log E) , V= (log E)
p p

secimi i¢in agirlikh p—alt-Laplace operator

a—p+1

B 1\?” R\ 7 P
— Vi - (0| V9P Vend)) = <M> <log —) oy
p p pr

1\” «pp
= (M) (log E) %1927—1
p p) pr

rp

olarak hesaplanmir. Buradan hareketle, b = ("2%“)1) (log %)apr olarak belirlenir

ve agagidaki kuvvet logaritmali agirlik fonksiyonlarina sahip LP Hardy esitsizligine

ulagilir.

62



Sonug 4.6 () =p > 1 ve a < —1 olsun. O halde,

a+p P [e%
1 p
/ (1og5) Vesnul? d€ > <M) / (10g5> e de
By (0,R) P D By (0,R) p) pPr

esitsizligi her u € C§°(Bgr (0, R)) igin gegerlidir (D’Ambrosio, 2005).

p .
Uyar1 4.3 Bu esitsizlikteki (%%”) sabiti en iyi sabittir. Ispat icin D’Ambrosio

(2005)'nun galigmasina bagvurulabilir.

Simdi, % > p > 1 olmak {izere,

o 1 9= p inpw

fonksiyon ¢ifti i¢in Teorem 4.1 uygulanirsa Adimurthi ve Sekar (2006) tarafindan

elde edilen agagidaki agirlikli LP Hardy esitsizligi bulunur.

Sonug 4.7 % > p > 1 olsun. Bu durumda, her u € C§°(H") igin

VirulP -2 2\? 2
Nunul? oo (@=20+2 T \uppde
n  TP72 D n PP
iligkisi dogrudur (Adimurthi ve Sekar, 2006).

Uyar: 4.4 Dikkatli bakildiginda, ashnda bu esitsizligin (4.10) esitsizliginin 6zel bir

hali oldugu goriiliir.

Simdiye kadar, Teorem 4.1 yardimi ile Heisenberg grubundaki bilinen Hardy tipi
esitsizlikler elde edilmistir. Simdi ise, Teorem 4.1 yardimi ile bu egitsizliklerin yanisira
farkli agirlik fonksiyonlariyla verilmisg yeni Hardy esitsizliklerinin de elde edilebilecegi

gosterilecektir. Bunun icin ilk olarak

» _ Qta—p
a/:pa’ ﬁ:(l—}—pﬁ) P
tipindeki fonksiyonlar ele alinsin. Bu fonksiyonlar Teorem 4.1’deki sartlar1 saglar ve

@ + a > p > 1 olmak tlizere gerekli hesaplamalardan sonra

_ Q+a—p\"" prrrr
~Vin - (a |V 9P Vi d)) = (pT (@ +a) =S
(14 p77)




-1 a—p.p
oldugu goriiliir. Boylelikle, b = <%>p (Q+ «) (p—JY olacagindan agagidaki
1+pP—T

agirlikli LP Hardy tipi egitsizlik bulunur.

Sonug 4.8 o € R ve Q + a > p > 1 olsun. Bu durumda, her u € C§°(H") i¢in

_ p—1 Q=P
[ ovmars = (SRS @y [

iligkisi dogrudur.
Diger yandan, a € R, Q@ + a —2 < 0 ve 1 < p < oo olmak tizere,
[Q+a—2]|
a=r*r, Y=r »

secimi i¢in gerekli hesaplamalar yapildiginda,

~ Vi - (a| V9?2 Vi) = (M)prmg""(z)—nm

p
— (‘Q +a— 2‘)p,r,a19p—1
p
p
olarak bulunur. Buradan, b = (W) r® olarak belirlenir ve agagidaki esitsizlik

elde edilir.

Sonu¢ 4.9 a e R, Q+a—-2<0vel<p<ooolsun. O halde, her u € C§°(H")

icin
—921\?
/ rot? | VygnuPdé > (M) / 7 |u|Pd€ (4.12)
n p n
esitsizligi saglanir.

Uyar1 4.5 (4.12) esitsizligi @ = —p 6zel durumu igin (4.11) esitsizligine indirgenir.

Bununla birlikte, @Q—2 = p > 1, & < —1 olmak kogulu ile, Q := {(z,1) € H" : |z| < R}

bolgesi tizerindeki

o+p »
a= <log g) , Y= <log g)



se¢imi icin agirlikh p—alt-Laplace operator

P L -1+

p re

P @
(=52 ()
p T rP

p (0%
olarak hesaplanir ve boylece b = <‘O‘]+1|) (log %) ri olarak bulunur. Dolayisiyla,

'

Teorem 4.1 yardimi ile agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.10 c e R, Q@ —2=p> 1, a < —1ve Q:={(z1) € H": |z| < R} olsun.
O halde,

a+p 11\ ? a1
/(bgﬁ) Ceu]? de > (M) /(logﬁ) [l 4
Q r D Q r rP

esitsizligi her u € C§°(Q) icin gecerlidir.

Teorem 4.1in bir bagka sonucuna,
p \ap-1) p \l-a
a=(1+pp-1> 7 19:(1+P”‘1)

ozel fonksiyonlar icin gerekli hesaplamalar yapildiktan sonra ulasilir.

Sonug 4.11 @) > p > 1 ve a > 1 olsun. Bu takdirde,

1 PR
T a(p—1) ap — pP— < pp—1> T

/ <1+pp-1) vanu|pdng( P p) / |u[Pde
n p—1 n pP

esitsizligi her u € C§° (H") i¢in saglanir.

Uyar1 4.6 Bu sonuc, R Oklid uzaymda Skrzypczak (2013) tarafindan elde edilen

(5.11) egitsizliginin Heisenberg grubuna bir geniglemesidir.

Bunlarin yanisira, s,t > 0, a8 > 0 reel sayilar ve Q — pm > p > 1 olmak iizere,

a\B
. (s+tp%) | ﬁ:p_(Q—p:L—p)

pr
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se¢imi icin agirlikh p—alt-Laplace operator

B s+ tp“ ’BT’p Q—pm—p
—Vn - (Q‘VHnﬁ’p 2VHHI9) = CP(Q,p, m) % i

pQ+P
a\B-1
1 (s+tp™)" " rP Q=pm=p
T (@pm) a0
(s+tp)re
=’ (Qapa m) Wﬁp !
(s + tpa)ﬁil P gp-1

+ 7 (Q, p,m) apt

ppm+2p—0c
olarak hesaplanir. Burada, ¢ (Q,p,m) := (%) seklindeki pozitif bir sabittir.
Bu durumda,

(s +tp*) e
ppm+2p—a

(s+ tpo‘)ﬁ rP
ppm+2p

b=c"(Q,p,m) +HQ, p,m) aft

olur. Benzer olarak,

a4 — (s + tpa)ﬁ’ 9 — p_(Q—pm:aﬁ—p)

prm
se¢imi i¢in s,t > 0, af < 0ve Q —pm+af > p > 1 kogullar1 altinda gerekli iglemler
yapilirsa

(S + tpa)ﬂ Tp Q—pm+aB—p
B T —— P

—VHn . (a/ |VHn?9|p72 VH",&) - Cp (vaa m7 Oé, ﬁ) pQ+aﬁ+p

a)B8-1
_ s+tp P Q-pmtas—p
- Qupma g s

(s +tp*)’ 1P

_ s+tp*) T tpp
= 1(@,}?,?7”&,06,5) CKBS( pp6n-22p (/8 !

esitligi bulunur. Burada, ¢ (Q,p,m,a, ) = <w> seklindeki pozitif bir sa-
bittir. O halde,

(s +1p)" "7
ppm+2p

(s +tp")" 17
ppm+2p

b= (Q,p,m,a,pf) — @, p,m, v, B) afs

olarak belirlenir. Béylelikle, R Oklid uzaymda Ghoussoub ve Moradifam (2011)
ikilisinin elde ettigi (1.12) ve (1.13) L? Hardy esitsizliklerinin H™deki geligtirilmis

L? analoglar1 bulunur.
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Sonug 4.12 s,t > 0 ve a, f,m reel sayilar ve u € C§°(H") olsun. Bu durumda,

af >0ve @ —pm>p>1ise

a\b a)B
[ s = @) [ I g

prm

a)B8-1
t P
rot@pmase [ B pupag
esgitsizligi; af <0 ve Q —pm+af > p > 1 ise

a\B a\B .p
[ S e ds = ¢ @pomas) [ L g

ppm pperQp

(5 + 10117
ppm-i-?p

_Cp_l <Q7p7m7a)/8) OéﬁS/ |U|pd§
esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizliklerde, ¢ (Q,p, m) = (W) ve c(Q,p,m,a, ) =

(W) seklindeki pozitif sabitlerdir.

Uyar1 4.7 a = 0 veya § = 0 oldugunda, bu esitsizliklerdeki agirlik fonksiyonlar:
standart agirlik fonksiyonlari olmakta ve pozitif kalan terimler sifirlanmaktadir. Bun-

dan dolayi, aff # 0 durumu ele alinmgtir.

Son olarak, r* ve p” simetrik fonksiyonlarma bagh olmayan agirhk fonksiyonlarma
sahip bir Hardy esitsizliginin Teorem 4.1'in bir uygulamasi olarak elde edilebilecegi

gosterilecektir. Bunun igin Q := {(x,y,l) € H" : 21,3, > 1} bolgesi tlizerinde
a=a2t"?logy, Y =logx;

radyal olmayan fonksiyonlar: ele alinsin. Buradan

log y
a7
log 3/1 191)71

T 2100l ]
x7logh’ " x4

_VHTL . (CL |VHn’l9|p_2 VHnﬁ) =

olur ve bu agagidaki radyal olmayan agirlik fonksiyonlarina sahip Hardy esitsizliginin
elde edilmesine olanak tanir.
Sonug 4.13 Q := {(z,y,l) € H" : z1,3; > 1} olmak iizere, herhangi v € C5°(Q2) igin
_ lo
o (Vaalde > [ B0 pupag
Q o x7logh™ " x;

esitsizligi saglanir.
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Simdi, Teorem 4.1’in sadece agirlikli Hardy tipi esitsizlikler bulmak ic¢in degil, ayni
zamanda Heisenberg-Pauli-Weyl tipi esitsizlikler elde etmek icin de etkili bir arag

olarak kullamlabilecegi gosterilecektir. Ilk olarak, a > 0 icin

fonksiyon ¢ifti ele almsin. (4.5) diferansiyel esitsizligindeki gerekli tiirevler alinarak

b fonksiyonu belirlendikten sonra asagidaki integral esitsizligi elde edilir:
2
/ p_2 Vinu|® dé > 20Q [ udé — 4&2/ pPude.
mr T H» "

A=—4 [, p*uPdE, B =2Q [y, u*dE ve O = — £ |Vgnu|? d€ olsun. Bu durumda,

H» 2

yukaridaki esitsizlik her o € R icin Aa® + Ba + C < 0 halini alir. Bu paraboliin
sifirdan farkl reel kokii olmadigindan, diskriminant degeri B? — 4AC < 0 olmalidir.

Boylece, en iyi sabite sahip agagidaki Heisenberg-Pauli-Weyl esitsizligi elde edilir.
Sonug 4.14 Her u € C§°(H") fonksiyonu igin

(/ ﬁ—z \VHnuFdf) (/np2u2d§) > %2 (/nu2d€>2 (4.13)

esitsizligi saglanir. Buradaki QTZ sabiti en iyi sabittir (Kémbe, 2010).

Simdi, Teorem 4.1’deki a ve ¢ fonksiyonlar1 su sekilde secilsin:

2
a=1, J9=e*, a>0.

Bu secim

2
/ |Vinul? d€ > 2aQ T—2u2d§ — 4042/ rluldé
H H» P

esitsizligini verir ve bir onceki ornekteki yaklagimla agagidaki sonucun elde edilmesini

saglar.

Sonug 4.15 Her u € C§°(H") fonksiyonu igin

2
(/H |VHnu\2d§) (/nr2u2d§> > %2 (/ ;—Zu%zg)

esitsizligi saglanir.
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Son olarak, a > 0 olmak tizere,

fonksiyon cifti i¢in Teorem 4.1 uygulanirsa su esitsizlige ulagilir:

Sonug 4.16 Her u € C§°(H") fonksiyonu igin

2 2
(f owste) (] ) 2 (] 25

esitsizligi saglanir.
4.2.2 Dirichlet sinir deger probleminin pozitif ¢oziimii lizerine

Bir onceki alt boltimde cesitli agirlik fonksiyonlarina sahip Hardy esitsizlikleri elde
edebilmek i¢in agirlikli p—alt-Laplace esitsizliginin ne kadar etkili bir arac¢ olarak
kullanilabilecegi bircok ornek tizerinde kuskuya yer birakmayacak bicimde goste-
rilmigtir. Simdi ise elde edilen bu agirlikli Hardy esitsizliklerinin, ikinci mertebeden
bazi Dirichlet sinir deger problemlerinin pozitif ¢oztimiiniin belirlenmesinde ne kadar

etkin olabilecegini gosteren asagidaki teorem kanitlanacaktir.

Teorem 4.2 p > 1 ve o, 5, m € R olmak tlizere, Q > o —  ve Q > 2+ p — 3 olsun.
O halde, Q C H" diizgiin 99 sinirina sahip siirh bir bolge ve 0 < v € L} . () olmak

loc
p
lizere, A < (%) ise

pa—2p

u =0, £ €00

dogrusal olmayan Dirichlet sinir deger probleminin pozitif ¢oziimii yoktur.

. rf-p - p—2 n ﬁ p—2 = m
{vwl(——quu| Vi) + AL ful2u = vum, € € Q, (4.14)

Kanit. u fonksiyonu (4.14) probleminin pozitif bir ¢6ziimi olsun. O halde bu u

fonksiyonlar: i¢in

rﬁ_p 2 705
/UVHn- ( — [Vimul”™ VHnu> df—i—)\/ —|ulPdé = / vu™ M d¢
Q prer o Pt Q

esitligi meveuttur. Diger yandan, Gauss-Green formiilii ve (4.10) agirlikli Hardy

esitsizligi ile

rP—p ) rB—p
/ UVHn . ( 5 |VHnu|p_ VHTLU> dé- - _/ ) |VHnu|p dg
Q prr QPP

Q+B—a\" [ 17
- —|ulPd
= ( p ) /Qpa‘u’ :
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iligkisi clde edilir. Boylelikle, A < (%)p oldugu géz éniinde bulunduruldugunda

—/vumﬂdfz [(w)p_)\} / §|u|pd§
Q p Qp

>0

olur, ki bu bir geligkidir. O halde, istenen kogullar altinda (4.14) Dirichlet probleminin

pozitif bir ¢oziimii yoktur. m

4.3 Agirhikh Hardy-Poincaré Tipi Bir Esitsizlik

Q>3,1<p<@veQ+ a>0olmak iizere, her u € C§°(H") i¢in

a+3p p
|- \anp-anu\pdgz(Q;“) JGRE (4.15)

r2p

seklinde verilen en iyi sabitli Hardy-Poincaré esitsizligi gegerlidir (Kémbe, 2010).

Kisa bir siire 6nce, Ahmetolan ve Kémbe (2016) bu esitsizligi ihtiva eden agagidaki

p

en iyi sabitli iki-agirlikli Hardy-Poincaré tipi esitsizligin, Q+a+8 > 0ve Q+ 5 > 2,
1 < p < oo olmak kosulu ile her v € C§°(H"™) fonksiyonu igin gegerli oldugunu
gostermigtir. Hardy-Poincaré tipi bu egitsizlikler, agirlikli Hardy tipi esitsizliklerin

kisa ve daha basit ispatlarinin verilmesinde onemli rol oynamaktadir.

Teorem 4.3 a € C! negatif olmayan bir fonksiyon, Q@ > p > 1, Q + a > 0 ve
a € R olsun. O halde, Z := {£ = (2,]) e H" : 2 = 0,1 € R} olmak fizere, her v €
Cie(H™\ Z) fonksiyonu igin

a-+3p p
/ apﬂp |Van . VHnu|pd§ Z <%) / apa|u|Pd§ (417)
+a\" ! a+3

esitsizligi gecerlidir.
Kanait.

p3
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hacim biiytime formiilii ve gerekli tiirev iglemleri sonucunda
o o
Vi - (Q—QVan> = _ZVH"p - Vmna + a@)
r r

esitligi bulunur. Bu esitligin her iki yam p®|u|P ifadesi ile ¢arpildiktan sonra elde

edilen sonu¢ H" iizerinde integre edilirse

3
Q[ apluris = [ plul Ve (p—v;)) ¢

Hn™

pa+3
—/ - (Venp - Vina) |ulPdg

olur. Kismi integrasyon formiiliiniin bir sonucu olarak

3
Q ap“lUlpdfz_/ Q%VH"P'VHn(p‘*IUI”)df
Hn

n

pa+3
— [ (g Vv

pa+3
——a [ aplupdc -

H» T2

pa+3 .
[0 (Tawp Fr) (4.18)

esitligi elde edilir.

M= @+a) [

a+3

opulrds + [ L (Vanp Vina) lupdg
Hn

A

n

olmak tizere, biraz diizenlemeden sonra yukaridaki (4.18) integral esitligi

B pa+3 pe1
M=—-p /[ a . (Vanp - Vi) [ulP~d€ (4.19)

2

seklinde yazilabilir. (4.19) esitliginin sagindaki integral ifadesine sirasiyla Holder ve

Young esitsizlikleri uygulandiginda, herhangi € > 0 sayis1 icin

% pa+3p %
Mgp(/ “pa|“|pd§> (/ T |VHnP-VHnulpd€>
n H”l

_ a+3p
<(p-1) eppl/ ap®|ulPd€ + ep/ a’
n Hn

(Vi p - Vanu|Pd§

r2p

kestirimi elde edilir. Boylelikle, f(Q, a, p;e) = € P [Q +a+ (1—p) ep;ﬂ] olmak tizere,

poc+3p » . o »
a |VH”P : VH"U| dg Z f(Qv «, p; E) ap |U| d€

r2p n

L pa+3 »
+e 5~ (Virp - Vina) |ufPd€

71



1-p

P
noktasinda alir ve

oldugu goriiliir. f fonksiyonu maksimum degerini ¢y = (%)
P
bu deger f(Q, o, p;eq) = (%) olarak bulunur. Bunun bir sonucu olarak, arzulanan

esitsizlik elde edilir. m

Uyar1 4.8 Elde edilen (4.17) esitsizliginde; a = 1 olarak alinirsa (4.15) esitsizligi,
a = r” olarak alinip ispatin son basamagmdaki hesaplamalar buna gore yapilirsa

(4.16) esitsizligi bulunur.

Simdi, (3.20) ile verilen 6zdeslik, kismi integrasyon ve Cauchy-Schwarz esitsizligi
yardimu ile Caffarelli-Kohn-Nirenberg esitsizliginin L? versiyonunun kisa ve basit bir

ispat1 verilecektir.

Teorem 4.4 Q +a > 0,1 < p < oo ve o, € R olsun. Bu durumda, her u €
Ce(H™\ Z) fonksiyonu igin

s— 2 2
</};In ;S_z |VHnU|2 dé-) (/n rsp2a+2—s|u|2p—2d£) Z (Q;‘O!) </n Tspa—s|u‘pd£)

esitsizligi saglanir. Burada, Z = {¢ = (2,1) e H" : z = 0,1 € R} seklindedir.

Kanait.
P
Vin - (ﬁVHnP) =Q

esitligi 7°p® *|u|P fonksiyonu ile garpildiktan sonra H" {izerinde kismi integrasyon

uygulanirsa p fonksiyonu co—harmonik, yani Vg (|Vgap|?) - Vaep = 0 oldugundan,
P
Q [ ol = [ BV Vi lul)
=— a/ r°p* % |l ulPdg
H
N p/ r* 2 p T (Vignp - Vignw) [ufP ™€
H
/ P N (| Vi pl ) - Vin plulPdé
H
=— a/ r°p* % |l ulPdg
H

- p/ P2 p T (Vignp - Vignw) [ufP ™€
H
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esitligi elde edilir. Boylece, Cauchy-Schwarz esitsizligi istenen sonucu verir:

(Q + a) / rop® S ulPdé = — / r° 2 (Vi p - Vignu) [ufP~d€

b
2p—2 3 5—2 3
g(/ s |“_|2 _2d§) (/ i |VHnu|2d§) .
o P mn P°

Uyar1 4.9 Bu esitsizlik, s = 0, @« = 0 ve p = 2 6zel durumunda (4.13) Heiseneberg-
Pauli-Weyl esitsizligine, s = 2, « = —2 ve p = 2 6zel durumunda ise (4.3) L? Hardy

esitsizligine indirgenir.
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5 GENEL AGIRLIKLI RELLICH TIPI
ESITSIZLIKLER

5.1 Giris

Rellich, 1953 yilinda New York Universitesi'nde verdigi derslerde ve daha sonra
1954 yilinda Amsterdam’da toplanan Uluslararasi Matematikciler Kongresi'ndeki
konugmasinda, kendi adini tagiyan

2 — Y 2 2
|Aul? do > n”(n—4) Y da (5.1)
16 4
R® R

w ||

esitsizliginin, n > 4 olmak fiizere, her v € C§° (R™\ {0}) fonksiyonu igin gegerli
oldugunu gostermigtir. Rellich’in bu konugmasi, ¢liimiinden sonra 1956 yilinda ya-
yimlanan Kongre’nin bildiri kitabinda basilmigtir. Daha sonra bu esitsizlik tizerine
Oklid uzaymda cok cesitli calismalar yapilmig ve yapilmaya da devam edilmektedir.
Ornegin, Davies ve Hinz (1998) (5.1) esitsizliginin L” durumuna genislemesini elde
etmigtir. Diger yandan, Tertikas ve Zographopoulos (2007), n > 4 olmak iizere her-
hangi bir u € C§° (R") fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi ile birinci mertebeden

tiirevi arasinda iligki kuran en iyi sabitli agsagidaki esitsizligi ispatlamigtir:

Vu\Q
2de > — | . :
/Rn Auf?de / i (5.2)

Oklid uzaymda Rellich esitsizlikleri tizerine yapilan tiim bu caligmalar bircok mate-

matikci i¢in ilham kaynagi olmusg ve bu esitsizliklerin Riemann manifoldlari, Heisen-
berg grubu ve Baouendi-Grushin vektor alanlar: gibi R™’ye gore daha genel ve daha
soyut yapilardaki cesitli genellestirmeleri, iyilestirmeleri, analoglari ve ispat teknikleri
cok farkl gekillerde ele ahmmigtir. Bu baglamda, Niu vd. (2001) Heisenberg grubun-
daki p—biharmonik denklem ile iligkili olan Picone 6zdesligini kullanarak, Heisenberg
grubunda Rellich tipi yeni bir esitsizlik elde etmistir. D’Ambrosio (2004), Heisen-
berg grubunda cesitli agirlik fonksiyonlariyla verilmis Rellich esitsizlikleri bulmugtur.
Diger yandan, Ag» Kohn Laplace operatoriiniin temel ¢oziimiinii kullanarak, Yang
(2008) en iyi sabitli (5.1) ve (5.2) L* Rellich egitsizliklerinin agirhkl hallerinin He-
isenberg grubundaki analoglarimi elde etmistir. Daha sonra Jin ve Han (2010), (5.1)
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esitsizliginin Heisenberg grubundaki analogu olan en iyi sabitli L? Rellich esitsizligini
LP formuna genigletmistir. Niu vd. (2001)’nin elde ettigi Rellich esitsizligi kisa bir

stire 6nce Lian (2013) tarafindan geligtirilmistir.

5.2 Genel Agirlikhh Rellich Esitsizligi ve Bu Esitsizligin Bazi
Uygulamalari

Klasik Picone 6zdesligi, her v > 0 ve ¢ > 0 tiirevlenebilir fonksiyonlar: i¢in R™de

u2

Vu~V19:|Vu]2—V(19

u

A% \2+“—2;w|2_2
U 9

VY >0 (5.3)
)

iligkisinin varhigini soyler. Bu 6zdesgligin diferansiyel denklemlerde bir¢ok uygulamasi
vardir. Bu nedenle, Picone 0zdesgligi iizerine bircok arastirmaci cesitli ¢aligmalar
yapmis ve yapmaya da devam etmektedir. Ornegin, Allegretto ve Huang (1998)
ikilisi bu ozdesligi p—Laplasyen durumuna genigletmistir. Daha sonra benzer bir
yaklagimla, Heisenberg grubundaki p—alt-Laplace ve p—biharmonik operatorler i¢in

Picone 6zdeslikleri elde edilmigtir (Niu vd., 2001).

Simdi, okurun tezi bir biitiinliik icerisinde takip edebilmesi i¢in Heisenberg grubun-
daki p—biharmonik operatorler i¢in bulunan Picone 6zdesligi ispatiyla birlikte veri-

lecektir.

Yardimci Teorem 5.1 H"'de u > 0 ve ¥ > 0 fonksiyonlar: tiirevlenebilir olsun ve

—Agnt > 0 egitsizligi saglansin. p > 1 olmak iizere,

u? -
R(U,"L?) = |AHnU‘p — AHn (W) |AHn’l9|p QAHn’&

ve
P ub! p—2 u” P
up_2 _ u 2
—p(p— 1) Ty e Ao (anu - Eanﬁ)

olsun. Bu takdirde
L(u,9)=R(u,d) >0
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iligkisi mevcuttur (Niu vd., 2001).

Kanat.
uP puP P Vnu — (p — 1) uP9P > Vignd)
Vi 9Pl = 922
p—1 — 1 u?
_ p,l;';_l VH"U _ %V]}Wﬂ
oldugundan

uP puP ' Vgnu (p— 1) uPVgntd
() () e (2

p(p—1)ul~2 |Vynul|® + pul~ Agnu

U
p(p—1)uP~'Vynu - Vgt
_ -
puP IV - Vg + (p — 1) uP Agnd
+ P
p(p—1)uP~'Vgnd - Vgnu
o 9Pt

olarak bulunur. O halde,

u? uP~t
Il = ’AHnU,|p + (p — 1) W ’AHn'lg|p — pﬁpfl |AHn19‘p ‘AHnU| |AHn'L9‘ s
pup—l p—2
ve
2 —1)urt
— 1)ur2 _
- p (p 19;0)1 |VHnu|2 |AHn19|p 2 AHnﬁ
—1)u? _
- p(p,ﬁp+1) |VHnu|2 |AHH19|p 2AHn’l9

olmak iizere, R (u, 1) ifadesi
R(u,ﬁ) = Il —|—]2+[3
seklinde yazilabilir. I3 ile ifade edilen esitlik diizenlendiginde

— 1) upP2 _ 2u u’
I = p(p ﬁp—)l | Aggn| 2 Agnd) (ganu - Vint) — ]VHnu|2 -5 |VHnu‘2>

—1)uP2 _ U 2
_ _% | Apn P2 Agnd? <VH"U - EVHW)
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oldugu goriiliir. Bu ise L (u, ) = R (u,?) esitliginin gerceklendigini gosterir. Simdi
L (u,?) > 0 oldugu gosterilecektir. Ik olarak, u > 0, ¥ > 0 ve —Agnt} > 0 kabul-
lerinden I3 > 0 bulunur. Diger yandan, |Agnu||Age?| > AgruAge® oldugundan

I5 > 0 olur. Son olarak, Young esitsizliginden elde edilebilen
P |Agnu| [AgdP™ < |Agnul” + (p— 1) = | Agn |

iligkisi yardimui ile I; > 0 esitsizligi ispatlanir. Dolaysiyla L (u,v) = R (u,9) > 0

sonucu ispatlanmig olur. m

Verilen Picone 6zdesligi asagidaki teoremin kanitinda kullanilan temel fikirdir.

Teorem 5.1 a € C?(H") ve b € L}, (H") negatif olmayan fonksiyonlar ve p > 1
olsun. Pozitif ¥ € C*° (H") fonksiyonu

Agn (a|Age?P 72 Aged)) > 09771 ve  — Agad) > 0
diferansiyel esitsizliklerini hemen hemen her £ € H" i¢in saghyorsa

/ a|Agnul” d€ 2/ blul? d€ (5.4)
n ]H[’ﬂ

genel agirlikli LP Rellich esitsizligi her v € C§° (H™) fonksiyonu i¢in gegerlidir.
Kamit. Ispat ilk olarak 0 < u € Cg° (H") igin yapilacaktir. Yardimer Teorem 5.1 ve
kismi integrasyon kullanilarak
OS/ al (u,9)d¢ = | aR (u,?)dE
n Hn

p
_ / a| Al d — | alAyn (%) | A 9”2 Agnddeé
n Hn

uP -
H" H"

sonucu bulunur. Buradan, Ag» (a|Agnd|” - Agnd) > b~ diferansiyel esitsizligi

yardimi ile

/a|AHnu|pd§2/ b lul? de
n H'/L

genel agirhkl LP Rellich esitsizligi negatif olmayan v € C§° (H") fonksiyonlar: i¢in
ispatlanmig olur. w = u™ — u~ oldugu diigiiniilerek, ispat C§° (H") smifindan olan

negatif u fonksiyonlari i¢cin de rahatlikla verilebilir. Bu ise ispati tamamlar. m
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5.2.1 Teorem 5.1’in uygulamalar:

Herhangi € > 0 sayisi icin 7, := (€% + 7“2)1/2 ve p, = (r} + l2)1/4 olarak tanimlansin.
r ve p fonksiyonlarimin 0’daki tiirevlenebilme sorunundan kurtulabilmek i¢in gerekli
hesaplamalar r yerine 7., p yerine ise p, konarak yapilmali ve daha sonra Lebesgue
yakinsama teoremleri ile ¢ — 0 iken limit alinmalidir. Ancak, bu durumun bilindigi
goz oniinde bulundurularak, gosterim ve yazim kolaylhgi saglamak i¢in hesaplama-

larda r ve p fonksiyonlar: tercih edilecektir.

Teorem 5.1,
Ay (a|Agn?|P™? Agnd)) > b9P ™! (5.5)

dogrusal olmayan kismi diferansiyel esitsizlik ile (5.4) genel agirlikli Rellich esitsizligi
arasindaki kuvvetli iligkiyi gozler oniine sermektedir. Bu iligkiyle yeni ve bilinen cesitli
agirlik fonksiyonlarina sahip Rellich esitsizlikleri tiiretebilmek i¢in yapilmasi gereken,
(5.5) diferansiyel esitsizligini saglayan uygun a ve v fonksiyonlarimi belirleyip gerekli
hesaplamalardan sonra istenen b fonksiyonunu bulmaktir. Simdi bu durum, H™’de ve

H"'nin baz alt bolgelerinde pek ¢ok ornek tlizerinde gosterilecektir.

Tk 6rnek olarak, p>1ve % > «a > 1 olmak iizere,
a = r2p720" W = 7*_(%) (56)

se¢imi icin gerekli hesaplamalar yapildiginda,

AHn ((I|AHn?9|p_2 AHnﬁ)
_ <Q — 20 — 2)” ((Q -2)(p—1)+2(«x —p)>prQ—2a+2p—2_Q

P

_ (@§a 2>p (lo=2 -1 +20 —p))ﬁiﬂ,,_l
p » 20

oldugu goriiliir. Diger yandan, a > 1 icin p?** = (r + l2)a/ > > 2 oldugu da goz

ontinde bulunduruldugunda, asagidaki esitsizlikler elde edilir.

Sonug 5.1 a € R olmak iizere, p > 1 ve % > « > 1 olsun. O halde,
p _ _ p . _ - P P
[ Mt (@22 (@22 [
mn T2 P D —
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ve

/HHM@(Q—2a—2)p((@—2><p—1>+2<a—p>>p/ luf”

r2a—2p P P Hn p2a

esitsizlikleri her u € C§° (H") i¢in dogrudur (D’Ambrosio, 2004).

(5.6) ile verilen fonksiyon ¢iftinin p = 2 6zel durumu

a = 7”472(17 '19 = T_(W)
ele alinsin. % > a > 1icin p** > % ve dolayisiyla da 712% > ;i—z oldugu dikkate
alindiginda,
2 2
AH"L (CLAHnﬁ) - (Q + 2a 6>1éQ 2a 2) T_(Q+22a_2)
Y o _ 2 2a e
S (Q+20—6)"(Q — 20— 2) T (ee2)
- 16 4o
B (62—1-204—6)2(Q—204—2)27’20‘19
o 16 phe
esitsizligi bulunur. Buradan, b = (Q+2a_6)jéQ_2a_2)2 ;i—z olarak belirlenir ve agagidaki

agirlikli Rellich tipi esitsizlik bulunur.

Sonug 5.2 o € R olmak iizere, % > « > 1 olsun. O halde,
2 )2 _ _9)2 2a

/ | Agnul de > (Q+2a—6)"(Q —2a—2) / T—u2df
7“20‘_4 16 n p4a

esitsizligi her u € C§° (H") igin gegerlidir (D’Ambrosio, 2004).

Bagka bir esitsizlik elde etmek i¢in, () —4 > o > 0 olmak iizere,

2—a
a = p—, ﬁ:pi( 2 )

r2
secimi yapilsin. Bu se¢im Teorem 5.1’deki istenen sartlar1 saglar ve dikkatli bir he-

saplama sonucunda

(Q+al(Q—a—1° , g

Agn (aAgnd) = 16 rp
_(@tal@-a-* 2
16 pot6
olarak bulunur. Buradan, b = (Q+a)2(lcg*a74)2 pf;iG olarak belirlendiginde gu sonug elde

edilir.
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Sonug 5.3 o« € Rve @ —4 > a > 0 olsun. Her v € C§° (H") i¢in

a 2 2
n H

r2 16 n pot6

e ey .1 (Q+a)2(Q—a—4)2 " .. s
esitsizligi gegerlidir. Ayrica =—=—<—"—- sabiti en iyi sabittir (Yang, 2008).

Diger yandan,
a+4p—4

p

Qta—2 )
r2p—2 ’

19:[07( P

a =

segimi igin 1l < p<oove2—-0Q <a<min{(p—1)(Q—2),(Q —2)} kosulu ile
gerekli hesaplamalar yapildiginda,

Mg (| Agn 02 Ag) = <Q+a_2)1’ ((Q_Q) (»—1) _a)ppm gracs

P P Q+2p
Q+a-2\"[(Q-=2)(p—1)—a\" r*
:< p > ( p ) p‘*‘aﬁ

p p
sonucuna ulasilir. Boylece, b = <Q+§_2> ((Q_Q)(ﬁ_l)_a> pﬁa olur ve Teorem 5.1’in

bir sonucu olarak agagidaki agirhikli L” Rellich egitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 54 2—-Q < a<min{(p—1)(Q—-2),(Q—2)} ve 1 < p < oo olsun. O
halde, her u € C5°(H"\{0}) i¢in
a+4p—4 ) p ) —1) = p 2
P o 1 de > (40 Q=2 =Dy [ jup e
e T2 D gn P10

p

P P
esitsizligi gecerli olur. Buradaki <Q+§72> <(Q_2)(£_1)_a> sabiti en iyi sabittir (Jin

ve Han, 2010).

P P
Uyar: 5.1 Bu esitsizlikteki (Q+;_2) <(Q_2)(I’:_1)_a> pozitif sabitinin en iyi sabit

oldugunun ispatin1 gérmek isteyen okuyucu Jin ve Han (2010) referansina bakabilir.
Ayrica, bu esitsizlikte p = 2 durumu i¢in « yerine —a — 2 alinirsa (5.7) esitsizligi

elde edilir.

Simdi, 1 < p < % ve k =k (Q,p,a) = (Q(p;l)Jra)(Q_Z_Qp) olmak tizere,
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fonksiyon ¢ifti i¢in gerekli iglemler yapildiginda,

Ay (a|Agn?|P 72 Aged)) = [P +2(p — 1) (Q + 2p — 4) k™! 7«2pr;“

—2(p— 1) (Q +2p — 6) kLT Q2
g TP
=[P +2(p—1)(Q+2p—4) k"] Wﬁp !

ot

sonucu elde edilir ve buradan

2p 2p—4

—2(p—1)(Q+2p—6) kP

pa+4p—4

b= [k +2(p—1)(Q+2p—4) k"]

poz+4p
olarak bulunur. Boylelikle, Teorem 5.1 uygulandiginda Lian (2013) tarafindan bulu-
nan agagidaki agirlikli LP Rellich tipi esitsizlige ulasgilir.

Sonug 5.5 a € R, 1 < p < %2 ve % + % =1 olsun. Her v € C§° (H™\ {0}) icin

2p—4

Agnu r
[ i@ zp-open [ I de

2p

> [ +2- 1)@+ 2 - K" [ ol de (538)

olur. Burada, k =k (Q,p,a) = (Q(p_l)Jra)(Q_z_%’) seklindedir (Lian, 2013).

p

Uyar1 5.2 Lian (2013), yukaridaki (5.8) esitsizliginin saginda beliren sabitin

(kP +2(p—1)(Q +2p — 4) k7] =

o e S 20 1) Q2 — 6) R i G ul” dg
0ueCee (H") o e |ul” dg

manasinda en iyi sabit oldugunu gostermistir.

Teorem 5.1in bir bagka sonucu olarak, farkli agirlik fonksiyonlarina sahip yeni Rel-
lich tipi egitsizlikler de rahatlikla elde edilebilir. Bunun i¢in diizgiin sinirh 2 € H"
bolgesinde taniml

pa+2p—2

R
a:m, ﬁzlog;
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fonksiyonlar: diigliniilsiin. o > 0, % >p > O‘T*z, R > supg p kosullan altinda ve
0 (Q,o,p) = (2p—a—2)(Q+a—2p)(Q —2)"" olmak iizere, gerekli hesaplama-

lar yapildiginda
Apn (CL |AHnr§|p_2 AHnﬂ) — ¢ (Q, Oé,p) T2pa72p72

7,,2 a—2p—2 B
= ¢ (Q. 0, p) 9"

p—1
<10g %)

olur. Buradan, asagidaki agirlikli LP Rellich esitsizligi bulunur.

Sonug 5.6 €2 C H" diizgiin sinirli bir bolge olmak tizere, a > 0, % >p > O‘T“ ve

R > supg, p olsun. O halde, her u € C§° () i¢in

pa+2p72 T2pa72p72
/ 2p—2 |AHnu|p d§ Z Co (Q, Oé,p)/ T |u|p df
o T Q R
<log ;)
olur. Burada, ¢(Q,.p) = (2p —a —2)(Q+a —2p) (Q —2)"" seklindeki poxitif
bir sabittir.

Benzer bi¢imde, Byr (0, R) Koranyi yuvar: iizerinde taniml

a+2p—2
a=r__—  9w=R—p

r2p—2 ’

fonksiyon cifti ele alinarak, a« > 0 ve Q@ + o — 1 > p > a + 1 kisitlamalar1 altinda

gerekli hesaplamalar yapilirsa

Apn (a | Agn P2 Apnd) = 1 (Q, o, p) r?p* P73
Q r2pafp73 19}7—1
=a(,op) ————

olur. Burada, ¢; (Q,a,p) == (p—a—1)(Q+a—p—1)(Q — 1)’ seklindedir. O
halde, Teorem 5.1 asagidaki agirlikli L? Rellich tipi esitsizligi verir.

Sonug¢ 5.7 a > 0ve Q@ +a—1>p > a+ 1 olsun. Bu durumda, herhangi u €
C5°(Bur (0, R)) fonksiyonu igin

[ saraza@an [
P Al dE > ,a,p/ T de
Bgn(0.R) TP77 Bun(0,) (R— p)P~"!
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olur. Burada, ¢; (Q,o,p) = (p—a—1)(Q+a —p—1) (Q — 1)"" seklindeki pozitif
bir sabittir.

Son olarak, r® ve p” tipindeki simetrik fonksiyonlara bagl olmayan agirhk fonksi-
yonlarina sahip bir Rellich esitsizliginin Teorem 5.1°in bir uygulamas: olarak elde

edilebilecegi gosterilecektir. Bunun i¢in Q := {(x,y,l) € H" : z1,3; > 1} lizerinde
a=z""logy, Y = logx;

radyal olmayan fonksiyon cifti ele alinsin. Dikkatli hesaplamalar sonucunda,

Agnt) = Z (X7 +Y?) (log 1)

=1

0 0 0 0
= <8_x1 + 2@/1@) (8_:1:1 + 2‘%&) (log z1)

esitligi ve buradan
AHn (a |AHn’I9|p_2 AHnﬁ) = —AHn (].Og yl)

==Y (X7 +Y?) (logw)

i=1

B o\ [ 8 B

= (= —2m— ) [=— —22,= ) (1
<ay1 ””181) (8y1 “az)(ogy”

__<i_2x2)(i)

3y1 18l Al
1
)
1

Y
1

_ p—1
2 p—1
yy logh " x4

sonucu bulunur. Bu ise agagidaki radyal olmayan agirlik fonksiyonlarina sahip Rellich
esitsizliginin elde edilmesini saglar.

Sonug 5.8 Q := {(z,y,l) € H" : z1,y; > 1} olmak tizere, herhangi u € C§°(2) i¢in

[t ogu Sweal de = |
Q

Q y% logpfl I

Jul”

esitsizligi saglanir.
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5.2.2 Dirichlet sinir deger probleminin pozitif ¢oziimii ilizerine

Bir 6nceki alt boliimde agirlikli p—biharmonik diferansiyel esitsizligi kullanilarak
agirlikli Rellich egitsizliklerinin rahatlikla elde edilebilecegi bircok ornek iizerinde
acikca gosterilmisgtir. Simdi bu durumun tersi olarak, dordiincii mertebeden bir Di-
richlet sinir deger probleminin pozitif ¢dzlimiiniin ne zaman olmadigi hakkinda bilgi
veren agagidaki teorem elde edilen agirlikli Rellich tipi bir esitsizlik yardimiyla ispat-

lanacaktir.

Teorem 5.2 2 —Q < a <min{(p—1)(Q —2),(Q —2)} ve 1 < p < oo olsun. O
halde, Q C H" diizgiin 99 simirina sahip siirh bir bolge ve 0 < v € L} (2) olmak

loc
P P
lizere, A < (Q+§72) <(Q72)(£71)7a> ise

pa+4p74

{ —Apgn ( 53 | AgnulP? AHnu) A ufp 2 = vu™, € e Q,

,047&

5.9
u =0, £ €00 (5:9)

dogrusal olmayan Dirichlet sinir deger probleminin pozitif ¢oziimii yoktur.
Kamnit. u fonksiyonu (5.9) probleminin pozitif ¢dziimii olsun. O halde, bu u fonksi-
yonlari igin

pa+4p—4 5 T2
— / UAHTL ( 2p—2 |AHnu|p7 AHnU) d& + )\/ o |u|pd§ = / Uum-‘rldf
Q r Qp Q

esitligi mevcuttur. Diger yandan, Gauss-Green formiilii ve agirlikli Rellich esitsizligi

ile

pa+4p*4 L
_/QUA]H[H( r2p—2 |AHnu|p AHTLU) d£
pa+4p*4 5
Q
pa+4p—4
_ /Q o Al de

(2 (SR

iligkisi elde edilir. Boylelikle,

(€5 (2] [ [
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P
oldugu goriiliir. Bu durumda, A < <Q+a72> ((sz)(pfl)fa

- ” )p oldugundan, yukaridaki

esitsizligin sol tarafindaki integral ifadesi negatif, sag tarafindaki integral ifadesi ise
pozitiftir. Bu ise bir geligkidir ve béylece istenen kosullar altinda (5.9) probleminin

pozitif ¢oziimiinin olmadigi kanitlanmig olur. m

5.3 Rellich-II Tipi Bir Esitsizlik

Bu alt bolimde ilk olarak, Heisenberg grubundaki

pt? 2 Q—a ? 2
/ ]AHnu| df Z ( ) / pa72 |VHnU‘ dﬁ, Yu € C((])O(Hn)

72 2

agirhkl Rellich-1T esitsizliginin L” durumuna genislemesi verilecektir. Bu sonug Oklid
uzayinda da yeni bir sonuctur. Daha sonra, elde edilen bu esitsizlik yardimi ile
ikinci mertebeden Heisenberg-Pauli-Weyl tipi bir esitsizlik ispatlanacaktir. Bunlarin
yanisira son olarak, agirlikli LP Rellich-Hardy-Poincaré tipi yeni bir esitsizlik elde

edilecektir.
Heisenberg grubundaki LP Rellich-1II esitsizliginin ispati su sekildedir:

Teorem 5.3 a € Rve Qp > Q + a > p > 1 olsun. Her u € C§° (H™\ {0}) icin

a+p N _ P
/p yAHan’dgz<W) / PP |V gnulP dE (5.10)

rp

egitsizligi gecerlidir. Ayrica (W}p sabiti en iyi sabittir.
Kanit. v daha sonra belirlenmek tizere reel bir say1 olsun. Herhangi u € C§° (H™\ {0})
icin

v:=p'Vynp - Vinu (5.11)

seklinde bir fonksiyon tanimlansin. (3.15) 6zdesligi dikkate alinarak gerekli tiirevler

alinirsa
P AgnuVenp = Vinv — (Q + v — 1) rp"*Vinu
esitligi bulunur. Daha sonra, £ = — (Q +v — 1) 7?p?" 3Vgau ve n = Vgno icin

€+ > P +plefPPen, p>1
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seklindeki vektorel esitsizlik uygulandiginda,

1P A uNVgnplP > 1Q + 7 — 1P 72 p0 =P | Vigau P (5.12)
p_2 TZ(pfl) p_2
_p|Q+7_ 1| (Q"’V_ 1)m’VHnu| Vit - Vv

esitsizligi elde edilir. Diger yandan, (5.11) ile tanimlanan fonksiyondan
VVinp - Vinu = 172p772 |VHnu|2

esitligi ve dolayisiyla

p(lfp)'y‘i’vanp . an |,U|p

pre

ifadesi gikarihir. Bu ifade, (5.12) esitsizliginde kullanildiginda

PP PP | Agnul’ > |Q + v — 1P pOPr?P | VgaulP (5.13)

—|Q+y = 1" (Q+7 = 1) p* P Vipp - Vi

|

segiminden sonra, (5.13) esitsizligi

sonucuna ulagilir. ile carpilirsa

_ p=Q-a pa+2ate
=l -

su esitsizlik elde edilir:

o-+p — — p
N e
C@—@—ay*ﬁhww3

rp

Vunp - Ve |0]”.

Boylelikle, kismi integrasyon yardimi ile

a+p 0O — a\P
/P |AHnu|pd§Z(W) / PP |Vgnul? dé

rp
Qp—Q — « p—1 pQ—p+2a+3

olur. (3.13), (3.15) ve (3.16) 6zdeslikleri dikkate almarak gerekli iglemler yapildiginda

pQ—p+2a+3 pQ—p+2a pQ—p+2a
Vin - (TVan) =(Q@—-p+2a+3) —(p+2) -
N (Q 1) pQ—p-i-?a
rp
Q—p+2a
=2(Q+a-p) —;
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esitligi bulunur. Qp > @ 4+ « > p > 1 oldugundan, istenen sonuca ulasgilir:

ot+p 0O — a\P
/ P | Agnul? d¢ > (W) / PP | VnulP dE.

rp

Simdi, (W)p pozitif sabitinin en iyi sabit oldugu, yani

ot
il o (Qp—@—a)p
0£ueCE (H\{0}) [grn PP |Vinul” dE p

esitligi ispatlanacaktir. Keyfi bir € > 0 degeri icin

(222 e) (p- 1)+ 1, p< 1 ise,
ue (p) =

o (5572 4e) p>1 ise

seklinde tanimlanan wu, (p) fonksiyonu ele almsin. u, (p) fonksiyonuna H"'de kom-
pakt destege sahip diizgiin fonksiyonlar tarafindan yaklagilabildigi unutulmamalidir.

Gerekli tiirev alma iglemleri sonucunda

p
. <Q+c;f2p+€> ;_i, p<1 ise,
|VH"U€| - Q+a—2 P ]
(Tp+€> p_Q_O‘_eprp, p>1 ise
ve
p
app = | @V (2524975, pl e
HrUe| = P p
(255 4 ) (3 Y oo, ot

esitlikleri kolaylikla elde edilir. (5.10) esitsizliginin solundaki integral ifadesi iki par-

caya ayrilarak rahatlikla hesaplanabilir:

prry
/ AP dé = A(Q, p, v, ) / 2P g

P Byn (0,1)

+ B(Q,p, . €) / pOTPTPpP AL (5.14)
H\ Byn (0,1)

Burada

AQp.are) = (@ -1 (W " )

ve

B@pag - (L2 ) (B0 )
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seklindedir. wa,, R?*"’deki birim kiirenin Lebesgue yiizey olciimii olmak iizere,

Sop = Wap, </ (sin 9)"71“’/2 d@)
0

olarak verilsin. Boylelikle, H"’deki kutupsal koordinatlar kullanilarak

1
!/ w2%%§=@n(/meplw)
Byn (0,1) 0

o Son
CQ+a-p

/ p—Q—ep—prdg = So, (/ p—ep—ldp>
H"\ Byn (0,1) 1

Son
€p

ve

egitlikleri bulunur. Bu durumda, (5.14) esitligi

Qp—Q—a P
a+p —9 p — 1) < + e)
/ P |Agnuc|? d€ = so, (—Q tazp + e) (@ ) + ?
w TP D Q+a—p ep

halini alir. Benzer bigimde, (5.10) esitsizliginin sagindaki integral ifadesi

+a—2 s 0
/ pa—p |anu€|P dg = Sop, (W + E) (/ pQ—i—a—p—ldp + / pep—ldp)
n 0 1

+a—2 b 1 1
(5 Y
D Q+a—p ep

olarak hesaplanir. Sonug olarak, e — 0 iken limit alindiginda,

S Qp—Q—« p
e S Al de @1y (P50 )

an Pa_p |VH”UE|p d£ B 1+ Q+5—(;_p szfp +1
_ _ p
R (Qp Q a)
p

en iyi sabiti bulunur. m

Asagidaki ikinci mertebeden Heisenberg-Pauli-Weyl esitsizliginin ispatindaki temel

dayanak nokta (5.10) Rellich-1I esitsizligidir.
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Teorem 5.4 Her u € Cj° (H"\ {0}) fonksiyonu igin

2 4 2 2
(/ f—g |AHnul2d§> </ p2r2u2d§> > = </H %u2d§>

esitsizligi gecerlidir.
Kamt. u € C° (H"\ {0}) olsun. Agnp? = QQ;—i esitligi u? fonksiyonu ile garpilip,

elde edilen sonug¢ H" tizerinde integre edilirse
2
/ (Aan2) urdé = 2Q —2u2d§
n H~ P
sonucu bulunur. Kismi integrasyon ve Cauchy-Schwarz egitsizligi yardimu ile

1/2 9 1/2 9
(/ ,02T2U2d£> / |VHT;U| df > Q T_2U2df
n no P 2 Junp

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlige (5.10) Rellich-1I esitsizliginin p = 2 hali uygu-

lanirsa

2 4 2 2
(/ f—g |AHnu]2d§> (/ p2r2u2d§> > % </H %u2d§>

iligkisine ulagilir. m

(5.10) LP Rellich-1I esitsizliginin ispatinda kullanilan teknik ile agirlikli LP Rellich-
Hardy-Poincaré esitsizligi olarak adlandirdigimiz asagidaki esitsizligin ispat1 yapila-

caktir.

Teorem 5.5 Q +a > 1,Q > p > 1 ve a € R olmak iizere, her u € C3° (H™\ {0})
icin

e . poP
/ Agnu’ dE > (Q + a— 1) (2Q+a—p—1)/ Pt - Vg pl? d

rP n TP

esitsizligi mevcuttur.

Kanmit. v € C3° (H™\ {0}), a € R olsun ve
v = p*Vnp - Vinu (5.15)
fonksiyonu tanmimlansin. (3.15) formiilii ve gerekli tiirev alma iglemleri sonucu
Vit = p*AgnuVinp + (Q + a — 1) p*31r*Vinu (5.16)
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esitligi bulunur. Bu esitlikten

2
pO‘AHnu = %VHn/U : Van — (Q + o — 1) paflanu . Van

sonucu elde edilir. Daha sonra,

€+ > |EP +plEff2en, p>1

seklindeki vektor esitsizligi yardimiyla

2 p
pap |AHnu|p = |- (Q +a — 1) pa_lanu . Van + %VHnU . Van

>(Q+a—1)p*" P |Vynu - Vinpl” (5.17)
—p(Q@+a— 1)7”71 pla—e=1) |V - Van\p*2 Vint - Vinv

esitsizligi bulunur. Diger yandan, (5.15) esitliginden

(1-p)a+2
‘VHn’U/ : anp‘p—Q anU . VHnU = pTVan . an |U’p (518)

sonucu ¢ikarihr. (5.17) ve (5.18) ifadeleri birlestirildiginde

ap+p
p

ap
p _ 1w P . p
- ‘AHnu| Z (Q + 1) o |anu Van|

3
—(Q+a—1" #VH"P - Vign |v]?

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sagindaki son ifade i¢in kismi integrasyon uygu-

landiginda

/n pPtP |Agnulf dé > (Q +a — 1)p/

rp

pr P
3 |Vinu - Vi pl” d§

n

3
+(Q+a-— 1)p1/ Vin - ( - Van> |v[” d€

rp+2

olur. (3.13), (3.15) ve (3.16) 6zdeslikleri dikkate alinarak gerekli hesaplamalar yapil-

diginda
3 2 3 3
p p ) p p
VHTL . (WVHH/)) = 3@ |anp| — (p + 2) _rp+3 VHnT’ . Van + _’["p+2 Aan
3 +2 -1
_3_p+t2 @
rP rP rp
_Q-p
= -
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esitligi elde edilir. Boylelikle,

TP n TP

paP+P » ) pap »
/ |Agnu|"dE > (Q +a —1) / — |Vanu - Vnpl” d€
[ol”
p

+<Q+a—1>“<@—p>/ de

n

oldugu goriiliir. Yukaridaki integral ifadesinde v = p*Vgnp- Vgnu esitligi goz 6niinde

bulundurulursa

P p
P T_p ’VHnU : Van’ df

n

[ B dwards > @+a- 17 @@ +a-p-1) |

sonucuna ulagilir. m
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6 IKI-AGIRLIKLI GELISTIRILMIS HARDY
VE RELLICH TIPI ESITSIZLIKLER

6.1 Giris

Oklid uzaymdaki klasik Hardy ve klasik Rellich esitsizliklerinin, sirasiyla

2 (n_2)2 u? oo n
n|Vu| dx > 1 - ‘:U’de, Vue C3° (R"), n>2

ve

2 n’ (n_4)2 u? 00 n
|Au|”dz > . 7dr, Yue Cg° (R"\{0}), n>4

n—4)>
16

seklinde olduklar1 bilinmektedir. Bu klasik esitsizliklerdeki ("_42)2 ve 2L pozitif
sabitleri en iyi sabitler olup, bu sabitlere C§° (R™) — {0} smfindan olan fonksiyonlar
ile ulagilamamaktadir. Bundan dolay1, bu esitsizliklerin sagina pozitif kalan terimler
ekleyerek bu esitsizlikleri gelistirmek ¢cok dogal bir istek olarak kargimiza ¢ikmaktadir.
Brezis ve Vézquez (1997) ikilisinin bu dogrultuda yapmig oldugu galigma, geligtirilmis
Hardy ve Rellich esitsizliklerinin arastirilmasindaki énemli bir baglangi¢ noktasi ola-
rak kabul edilebilir. Bu ¢calismadan sonra, gerek Oklid uzaymda gerekse de Heisenberg
grubunda gelistirilmis Hardy ve Rellich esitsizliklerini ele alan gesitli arastirmalar

yapimis ve yapilmaya da devam edilmektedir. Ornegin, R > supgq p olmak tzere,

Heisenberg grubundaki diizgiin sinirhi bir €2 bolgesinde

-9 2 1 a—4,.2
/ | Vinu|2dE > % / P E + / LT ke (6.)
Q Q Q <log %)

geligtirilmis L? Hardy esitsizliginin o € R, Q + a — 2 > 0 kosulu ile,

o+2 . 4 2 . 2
/ﬂ N A /ﬂ PO
J@re Q) [

Q

51U
8 (log %)

geligtirilmis L? Rellich esitsizliginin ise Q > a > 4 — Q kosulu ile, her u € C§° (Q)

(6.2)

fonksiyonu igin gegerli oldugu gosterilmistir (Kémbe, 2010).
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Tezin bu boliimiinde, H" i¢indeki diizgiin sinirhi bir €2 bolgesinde gelistirilmis iki-
agirhikli P Hardy ve LP Rellich tipi egitsizlikler tizerine bazi yeni genel sonuclar
elde edilecektir. Elde edilen bu sonuglar 6zel durumlarda yukaridaki (6.1) ve (6.2)
esitsizliklerini de ihtiva etmektedir. Bu tipten esitsizlikler elde edilirken kullanilacak
olan en temel ara¢ bazi dogrusal olmayan kismi diferansiyel esitsizliklerin varlig
olacaktir. Tezin uygulama kisimlarinda bu diferansiyel esitsizliklerin ¢oziimlerinden
yola cikilarak; tistel, logaritmik ve radyal tipli ¢cok cesitli agirlik fonksiyonlarina sahip

kalan terimli L” Hardy ve LP Rellich esitsizliklerine 6rnekler verilecektir.

6.2 iki-Aglrhkh Gelistirilmis Hardy Tipi Bir Esitsizlik ve Bu
Esitsizligin Baz1 Uygulamalar:

Elde edilen asagidaki sonug, gelistirilmis iki-agirhiklh LP” Hardy esitsizligi ile dogrusal

olmayan 0zel bir kismi diferansiyel esitsizligin arasindaki iligkiyi gostermesi agisindan

onemlidir.

Teorem 6.1 Q +a >p > 2ve a € R olsun. 2 C H" diizgiin sinirh bir bolge olmak
tizere, 0 < a € C*(Q) ve 0 < ¥ € C™(Q) fonksiyonlar:

Hn/l?|p_2

olV
_VHn . (app Q‘ 191)_2 VHnﬁ> Z 0

dogrusal olmayan kismi diferansiyel esitsizligini hemen hemen her £ € € i¢in saglasin.

O halde, her u € C§° () fonksiyonu igin

_ P
/ apa|anU|pd£ > (w) / apoc—Qpr |u|p df
Q p Q

—_p\ P!
' (QJFI(?X p) /pa2p+37“p2 (Vanp - Vana) Jul” d§
Q
C o V n19 p
+22 [ ap Wi 0 ag (6.3)

esitsizliginin gergeklendigi bir ¢, = ¢ (p) > 0 sabiti vardir.
Kanit. u € C§° (2) olsun ve v < 0 i¢in ¢ := p~7u fonksiyonu tanimlansin. Basit bir

hesaplama ile
Vi (p7)) = 70" Ve p + p7 Vi1 (6.4)
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oldugu goriiliir. (2.3) ile verilen vektor esitsizligi ve (3.13) 6zdesligi kullanilirsa

Vanul? = yp" " Ve p + p" Vi) P
> |y[P pPO2P |[P + cpp? [V t)|?
F P2 PP 2 - Vi ([90F) (6.5)

sonucuna ulagilir. (6.5) esitsizliginin her iki tarafi ap® ile ¢arpildiktan sonra, elde

edilen esitsizligin sagindaki en son ifade i¢in €2 iizerinde kismi integrasyon uygulanirsa
[ a1 Vaapde = bl [ ap -2 e ag
Q Q
— ‘,},‘p—2/ Vi - (apa+p(%2)+37,p—2anp) W‘p d¢
)
te, / 0™ (Vb |Pde (6.6)
Q
olur. (3.13), (3.15) ve (3.16) 6zdeslikleri kullanilarak gerekli tiirev iglemleri alinirsa

Vige - (ap® P02V 0) = (Q + o+ yp — p) ap™ PO
+ po PO P2 L Vigna (6.7)

esitligi rahatlikla elde edilebilir. (6.7) esitligi (6.6) esitsizliginde yerine yazilirsa

F(Q,a,p:7) =" =y /P2 (Q+a+p—p)

olmak iizere, su sonuca ulagilir:
[ art Ve = £ Quaupin) [ a2 g
—y /Q prrOTII2 (Vynp - Vigna) [P dg (6.8)
+ 6 /Q ap™ Y | Vign [P,

v = =228 < 0 Gzel segimi ile (6.8) esitsizligi

NP
/apa|VHnu]pd§ > (w) /ap_p_Qr” || d€
Q p Q

+(w
p

+ep [ ap Tl (6.9)

p—1
) / p?)—p—QT:D—2 (Van . VHna) |¢|p dg
Q
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halini alir. Simdi, (6.9) esitsizliginin sagindaki [, ap??|Vmn9|Pd¢ integral ifadesi
dikkate almsm. 0 < 9 € C (Q) ve ) € O () olmak iizere, o := 9~y fonksiyonu

tanimlansin. (2.3) ile gosterilen vektor esitsizliginden

Ve p|” = pflﬁ%SOVHnﬂ + TﬁvH"@‘p

Vel V9”2
=P BT Tz

sonucu elde edilir. Bu sonucun her iki yan1 ap?~% ile carpilip elde edilen esitsizlik

lp|” +p' P Vind - Vin (o[”)

tizerinde integre edilirse
o aiapis = [ ap-elasl
Q

1-p -Q |V1HI“9|pi2 P
Q P
olur. Bu asamada, ilk olarak kismi integrasyon, daha sonra

o V)P
—Van - (ap” QW

Vi 9|

/ﬁp 1 | |p d£

Vi) > 0

diferansiyel esitsizligi uygulanirsa

2|P
/app_Q]VHnwpdgzp_p/app_Q|vH |
Q Q

9!

0| dg (6.10)

sonucu bulunur. (6.10) ile verilen esitsizlikte p = 9~/7 pQTwU doniigimii yerine

yazilirsa
_ _ Vun?
o arwntrag e [ ar Vg ag (6.11)
Q Q
olur. Sonug olarak, (6.9) ve (6.11) numarali esitsizlikler ve ¢ = pQ+s_pu esitligi

yardimu ile istenen (6.3) esitsizligi elde edilir. m

Uyar:1 6.1 Teorem 6.1 ile elde edilen gelistirilmig iki-agirhkh Hardy tipi esitsizlik
1 < p < 2 durumu igin farkli bir kalan terimle gegerlidir. Bu sonuca, (2.2) vektor

esitsizligi yardimi ile ulagilabilir.

Uyar: 6.2 Elde edilen (6.3) iki-agirhkh gelistirilmig Hardy esitsizliginde; a = 1 ve

¥ = 1 olarak alinirsa

B P
/ pa’VHan’df Z (w) / pa72p7ap ’u‘l’ df
Q p Q
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agirhkh Hardy esitsizligi, @ = r® ve ¥ = 1 olarak alinip yukaridaki ispattaki hesap-

lamalar bu durum goz ontinde bulundurularak yapilirsa

N\ P
/Q 8 | VP dE > (Q“‘;ﬁ p) / PB4 g2 P g (6.12)

iki-agirlikli Hardy esitsizligi bulunur. Dikkatli bakildiginda, (6.12) esitsizliginden

(4.10) esitsizliginin elde edilebilecegi goriiliir.
6.2.1 Teorem 6.1’in uygulamalar:
Teorem 6.11 6nemli kilan nedenlerden biri, bu teoremin

Hnﬁ|p_2

olV
— Vi - (ap? ol 2 Vi) >0 (6.13)

dogrusal olmayan kismi diferansiyel esitsizligi ile (6.3) gelistirilmis iki-agirlikli L?
Hardy esitsizligi arasinda bir baglanti kuruyor olmasi ve bu baglantinin da kalan
terimli Hardy esitsizlikleri tiiretmek i¢in pratik bir imkan tanimasidir. Simdi bu
durum, (6.13) diferansiyel esitsizligini saglayan gesitli a ve ¥ model fonksiyonlar:

belirlenerek pek ¢ok uygulama tizerinde gosterilecektir.
Ik olarak, R > supg p olmak iizere, diizglin sinirh {2 bolgesinde
R
a=1, ¥ = log —
p
se¢imi icin Teorem 6.1 uygulanirsa su sonuca ulagilir:

Sonug 6.1 2 C H” diizgiin €2 sinirina sahip sinirh bir bolge, Q+a > p > 2, a € R,

¢, > 0 ve R > supg p olsun. O halde, her u € C§°(£2) fonksiyonu i¢in

_ p a—2p,.p
[ s = (SRUEY e upag s 2 [ ag
Q D Q PP Ja

log? (%)

esitsizligi saglanir.

Uyar1 6.3 p = 2 durumunda bu esitsizlik (6.1) esitsizligine indirgenir.

Simdi, By~ (0, R) Koranyi yuvari {izerinde
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segimi yapilsin. Bu secim, (6.13) diferansiyel esitsizligini saglar ve Teorem 6.1’in bir

sonucu olarak agagidaki esitsizligi verir.

Sonug 6.2 Q@ +a > p > 2, a € R ve ¢, > 0 olsun. Bu durumda, her u €
Cs°(Bgr (0, R)) igin

_ p
/ pawwuwsz(w) [ e
Byn (0,R) p Byn (0,R)

pafprp

S P
- Jul? dg

P° JBan(o,r) (R —p)

esitsizligi saglanir.
Bunlarin yanisira,
a= e, YP=e"

fonksiyonlar: i¢in Teorem 6.1 uygulandiginda iki-agirlikh gelistirilmis L” Hardy tipi

bir esitsizlik bulunur.

Sonug 6.3 2 C H" diizgiin 02 sinirina sahip siirh bir bolge, Q+a > p > 2, a € R

ve ¢, > 0 olsun. O halde, her v € C§°(2) fonksiyonu i¢in

. p
/ eppalanuV?dg > (M) / Gppa_Qpr |U|P df
Q p Q
_»\ P!
+ (Q + p) / eppa72p+1rp ’u‘P df
p Q

c
+ 2| ePp*Pr? |u|P dE
PP Jo

esitsizligi mevcuttur.

Son olarak, R > esupg p olmak iizere, diizgiin sinirli bir €2 bolgesinde
R
a=1, ¥ = log(log —)
p

se¢imi Teorem 6.1’deki istenen kosullar1 saglar ve boylelikle logaritmik kalan terimli

su esitsizligi verir:
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Sonug 6.4 2 C H" diizgiin 02 sinirina sahip sinirh bir bolge, Q+a > p > 2, a € R,

¢y, > 0 ve R > esupg p olsun. O halde, her u € C§°(£2) fonksiyonu igin

. D
/ pa’VHnU|pdf Z <M> / pa72p7np ‘u’P df
Q p Q

c pa72p7,,p

+ —”/
P
p=Ja <log§10g(log%))

p ul” d§
esitsizligi gecerlidir.

6.3 Iki-Agirhikli Gelistirilmis Rellich Tipi Bir Esitsizlik ve
Bu Esitsizligin Baz1 Uygulamalar:

Bu alt boliimde ilk olarak iki-agirlhikli gelistirilmis LP Rellich esitsizligi elde edilecek-
tir. Bu esitsizligin elde edilmesinde (6.3) iki-agirlikli geligtirilmig P Hardy esitsizli-

ginin rolii onemlidir. Daha sonra,

diferansiyel esitsizligini saglayan a ve ¢ fonksiyonlarindan yola ¢ikilarak, cesitli agirlik

fonksiyonlarina sahip gelistirilmig L? Rellich esitsizliklerine 6rnekler verilecektir.

Heisenberg grubundaki iki-agirlikli geligtirilmis L? Rellich esitsizliginin ispati agagi-

daki gibidir.

Teorem 6.2 o € R, 2 < p < 0o ve ) — 2 > |a| olsun. Diizgiin sinirh bir Q C H"
bolgesinde 0 < a € C?(Q) ve 0 < ¥ € C* (Q) fonksiyonlar1 — Vg - (ap?* CVgat) > 0
dogrusal olmayan kismi diferansiyel esitsizligini hemen hemen her £ € € i¢in saglasin.

Bu takdirde, her u € C§°(©2) fonksiyonu igin
pott P a—4,2 1D
a |[Agnul” dé > P | ap®r® |ul’ d€
Q Q

r?p—?
P — 1 _ o V n) 2
+ Do ol jupag

p
+ —2(p_1)(§+a_2)cp_1 / P> 'Vanp - Vina |ul? dé
0
+ 2pcP / pVina - Vinu |ul’~ " de (6.14)
Q

+cp_1/paAHna|u|pd§
Q
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esitsizligi gergeklenir. Burada, ¢ = ¢(Q,p,a) = (QJ“;‘_Q)((Q_z)(]’;_l)_O‘) seklindeki

pozitif bir sabittir.

Kanit. Basit bir hesaplama ile
Apnp® = a(Q + a — 2)p**r?

oldugu goriiliir. Bu egitligin iki yam a|u|” fonksiyonu ile ¢arpildiktan sonra, elde

edilen sonuca (2 bolgesinde iki kez kismi integrasyon uygulanirsa

/ﬂ o A (a|ul?) dé = o(Q + o — 2) / ap® e uf? dé (6.15)

Q

esitligi bulunur. Standart tiirev alma iglemleriyle

A (auP) = |ul” Agna + 2p |ulP" Vinu - Vina

+p(p—1)a|Veul* [uf ™ + pa [ul"~" Agnu

esitligi kolaylikla elde edilir. Bu esitlik, (6.15) denkleminde yerine yazildiktan sonra

gerekli diizenlemeler yapildiginda

-2
] e = g = L EEEE [t
Q Q

p(p—1)
_ 2
= _ P /Qapa |u|P—1 Agrudé — p—— . /Qpa ‘u|p—1 Vigea - Vignude
1 p
Tl ), el Remad 1
plp—1 /Qp juff Agradg (6.16)

)
sonucuna ulagihr. (6.16) esitliginin sagindaki

I = —]ﬁ/Qapo‘AHnu|u|p1 d¢

integral ifadesine sirasiyla Holder ve Young esitsizlikleri uygulanirsa, her € > 0 igin

1 pa+4p—4 % 4o %
L < — |Agrulfd o Pd
ot ([t (for v

«_“ / prirt A pd£+€p%pl / ady2 |y P gg (6.17)
CL nu D CL T u .
“plp—1)Jq r¥2 " P Ja P

oldugu gortilir. Simdi,
\V/ 2,P=2 _ 4 \V4 p/2\ |2
Vil [uf™* = = [ Van (”7?)]
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ozdesligi g6z 6niinde bulundurularak, (6.16) esitliginin solunda bulunan

Iy = / ap® | Vnul* |ulP~> d¢
Q
integral ifadesine (6.3) iki-agirhikh geligtirilmis L? Hardy tipi esitsizligi p = 2 durumu
i¢in uygulandiginda

2
I = ]%/apa | Vi (up/2)|2d§ > <M> /apa_4r2 lul” d¢
Q Q

p

2 +a—2 -~
+ % / pa lanCL : anp |u|p df
Q

1 Vin]?
-, / ap VL e g (6.18)
P° Ja 9

sonucu elde edilir. (6.17) ve (6.18) esitsizlikleri (6.16) ile verilen esitlikte kullanildiktan

sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa

f(Q,p,ozse):e”[(p; (Q+a—22—a(@+a—2)—(p—1)e

olmak ftizere, her ¢ > 0 i¢in

pa+4p74 'y
/a 2p—2 |AH"U|pd§Zf(QaP7OG€)/apa_ r Jul? d€
Q

Q
—1 V9|2
+p /CL,Oa| H:;2| |u’pd£
Q

+ 6_ paana . VHHU |u|p_1 dg
Q
2(p—1 —2
+ (p )(Q—FCY ) /palanp_anaW’Pdg
pep Q

1
+ = / p*Agna |ul? d€
€P Q

oldugu goriiliir. ¢ = ¢ (Q, p, ) := (Q+§_2)((Q Ae=D=e) plsun. 2 < p < co ve Q—2 >
|a| kabullerinden ¢ (@, p, ) > 0 oldugu goriiliir ve dolayisiyla yukaridaki egitsizlikte
e = ¢ 7 secimi yapilabilir. Bu durumda, f(Q,p,a;€) = ¢® olur ve istenen (6.14)

iki-agirlikl gelistirilmis L” Rellich esitsizligi elde edilir. m

Uyar1 6.4 Teorem 6.2 ile elde edilen iki-agirlikh gelistirilmig LP Rellich esitsizligi,
1 < p < 2 olmast durumunda farkli kalan terimlerle gegerlidir. Bu sonuca, (2.2)

vektor esitsizligi kullanilarak ulagilabilir.
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Uyar: 6.5 Elde edilen (6.14) iki-agirlikli gelistirilmig Rellich esitsizliginde a = 1 ve
¥ = 1 olarak alindiginda, bu esitsizlik

atdp—4 o\ P _ 1y A\ P 2
/ P | Agaul? dé > (Q + 2) ((Q 2)(p—1) a) / Z . s
Q b Qp

T2p72 P —

agirlikli LP Rellich esitsizligine indirgenir.
6.3.1 Teorem 6.2’nin uygulamalari

Simdi, Teorem 6.2’deki hipotezleri saglayan 6zel a ve ¥ agirlik fonksiyonlar: belirle-
nerek negatif olmayan farkl kalan terimlere sahip agirlikli LP Rellich esitsizliklerinin
rahatlikla tiiretilebilecegi gosterilecektir. Ornegin, R > supg p olmak tizere, diizgiin

siirl 2 bolgesinde
R
a=1, ¥ = log —
p

fonksiyon ¢ifti Teorem 6.2’deki istenen kogullari saglar ve logaritmik kalan terimli

agagidaki esitsizligin elde edilmesine olanak tanir.

Sonug 6.5 Q@ C H" diizgiin 092 simrina sahip smirh bir bolge, @ — 2 > |af ve

R > supg, p olsun. Bu takdirde, her u € C§°(€2) fonksiyonu ve 2 < p < oo i¢in

a+4p—4 -1 a—4,.2
a— p - r

[ 1w sz e [ ot + (2= et [ L
Q Q p Q (log %)

Qta-2)(@-2)(p-1)-a
) (=)

esitsizligi dogrudur. Burada ¢ = ¢(Q,p,a) = (

seklinde verilen

pozitif bir sabittir.
Uyar: 6.6 Bu esitsizlikte p = 2 igin « yerine o — 2 alimirsa, bu esitsizlik (6.2)
esitsizligine indirgenir.
Diger yandan,
R
a=1, v =log(log—), R >esupp
p 0

secimi farkl bir logaritmik kalan terime sahip agirlikli P Rellich esitsizligine ulasil-

masini saglar.

101



Sonug 6.6 Q2 C H" diizgiin J2 smirina sahip sinirh bir bolge, @ — 2 > |a ve

R > esupg p olsun. O halde, her u € C§°(2) fonksiyonu ve 2 < p < oo i¢in

pa+4p*4 4o
/W | Agnul? d€ Zcp/ P e lulPdg
a T Q

— a—4,.2
(et [ e
Q@ (log %) (log(log %))

esitsizligi gegerlidir. Burada ¢ = ¢(Q,p, ) = (Q+§_2)((Q_2)(§_1)_0‘) seklinde verilen

pozitif bir sabittir.

Bunlarin yaninda,
a= e, YP=e"

fonksiyon c¢ifti i¢cin Teorem 6.2 uygulandiginda iki-agirlikli gelistirilmis L” Rellich tipi

su esitsizlik bulunur.

Sonug 6.7 Q C H" diizgiin 02 sinirina sahip smirh bir bolge ve @ — 2 > |a/ olsun.

O halde, her u € C§°(€2) fonksiyonu ve 2 < p < oo i¢in

pa+4p—4
/ e’ 2p—2 | Agnul” d§ > Cp/ e~ Jul? dg
o T Q
2p—1
+ ( p )Cpfl / eppafZT,Z ’U'p df
Q

4 (2@t pQ) ) o1 /Q I

p

+ 2pcp_1/eppa_2r2 luP~" de¢
Q

esitsizligi meveuttur. Burada ¢ = ¢ (Q, p, o) = (

Q+a—2 )( (Q*Z)(;’*l)*a) seklinde verilen

p
pozitif bir sabittir.

Son olarak, Teorem 6.2'nin diger bir sonucuna By (0, R) Koranyi yuvar: iizerindeki

secimi ile rahathikla ulasilir.
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Sonug 6.8 @ —2 > || ve 2 < p < oo olsun. Bu takdirde, her u € C§°(Bgn (0, R))
fonksiyonu igin

pa+4pf4 4o
/ W ‘AHnUVJ df Z c? pai T |U|pd£
Byn (O,R) r Byn (OvR)
p—1, ,4 pa727“2
+ () g [ulPdg
p Bun (0,R) (R - P)2

esitsizligi gerceklenir. Burada ¢ = ¢ (Q, p, a) = (Q+§_2)((Q’2)(g *1)70‘) seklinde verilen

pozitif bir sabittir.
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7 SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada oncelikle,

/a|VHnu|pd52/ b luf? de

genel agirlikli Hardy esitsizligi ile
~Vin - (a|Vigad|P"? Vigadd) > b?P~! (7.1)

genel agirlikli p—alt-Laplace esitsizligi arasinda 6nemli bir iligkinin oldugu goste-
rilmigtir. Bu iligkinin bir sonucu olarak, (7.1) kismi diferansiyel esitsizligini saglayan
uygun a ve ¥ fonksiyonlari belirlenip, H™"’de ve H"'nin baz1 alt bolgelerindeki hem bi-
linen hem de yeni pek ¢ok agirlikli Hardy ve Heisenberg-Pauli-Weyl esitsizlikleri elde
edilmigtir. Diger yandan, elde edilen bu agirlikli Hardy esitsizliklerinin ikinci merte-
beden dogrusal olmayan bazi Dirichlet sinir deger problemlerinin pozitif ¢oziimiiniin

belirlenmesinde ne kadar etkin olabilecegini gosteren bir uygulama verilmistir.

Benzer bir diigiince ile,

/ a|AHnu|pd§2/ blul? d€

genel agirlikli Rellich esitsizliginin varligi icin
Agn (a|Aga?|P™? Agnd)) > b9P ! (7.2)

genel agirlikli p—biharmonik esitsizliginin varliginin bir yeter kosul oldugu ispat-
lanmigtir. Bu sonucun uygulamasi olarak, hem bilinen hem de yeni cesitli agirlik
fonksiyonlarina sahip Rellich esitsizlikleri tiiretebilmek i¢in yapilmasi gerekenin (7.2)
diferansiyel esitsizliginin ¢oztimlerini belirlemek oldugu bircok ¢rnek tizerinde agikca
sergilenmigtir. Ayrica, burada elde edilen agirlikli Rellich esitsizlikleri yardimiyla,
dordiincii mertebeden dogrusal olmayan bir Dirichlet sinir deger probleminin pozi-
tif ¢oziimiiniin ne zaman olmadig1 hakkinda bilgi sahibi olunabilecegi bir uygulama

lizerinde gosterilmigtir.
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Daha sonra, agirhiklh LP Hardy ve agirlikli LP Rellich esitsizliklerini bir anlamda

iligkilendiren
pa—i-p P Qp - Q -« P a— p
" |Agnul|” d§ > T PP | Vanul” d€

agirlikli LP Rellich-II esgitsizliginin, « € R ve @Qp > @ + o > p > 1 olmak tizere, her

u € C§° (H™\ {0}) fonksiyonu i¢in gegerli oldugu ispatlanmigtir. Ayrica, buradaki
P

(%) pozitif sabitinin en iyi sabit oldugu da gosterilmistir. Bununla birlikte,

bu esitsizlik kullanilarak herhangi v € C§° (H™\ {0}) fonksiyonu igin

2 4 2 2
(/ 7{’—2 |AHnu]2d§> (/ p2r2u2d§> > = (/H %u2d§>

ikinci mertebeden Heisenberg-Pauli-Weyl esitsizliginin gecerli oldugu gosterilmigtir.

Ayrica, en iyi sabitli LP Rellich-1I esitsizliginin ispatinda kullanilan yontemle

pr p
P T_p ’anU . Van’ df

ap+p
/ p |AHnu|pd§2(Q+a—1)p_1(2Q+a—p—1)/

Rellich-Hardy-Poincaré esitsizliginin, « € R, Q +« > 1 ve Q > p > 1 olmak {izere,

herhangi u € Cg° (H™\ {0}) fonksiyonu igin saglandig1 ispatlanmistir.

Son olarak, H" i¢indeki diizgiin sinirhi bir €2 bolgesinde gelistirilmig iki-agirhkli L?
Hardy ve LP Rellich tipi esitsizlikler tizerine baz yeni sonuclar elde edilmigtir. Bu

tipten Hardy ve Rellich esitsizliklerinin ispatindaki temel dayanak noktalar, sirasiyla

Q ‘VHnﬁ’p_2

_VHn : (app_ 19;)72

Vind)) > 0
ve
—VHn . (ap2_QVHn19> Z 0

dogrusal olmayan kismi diferansiyel esitsizliklerinin varligi olmustur. Bu diferansiyel
esitsizlikleri saglayan cesitli a ve ¥ model fonksiyonlari belirlenerek; H" nin farkh
bolgelerinde taniml iistel, logaritmik ve radyal tipli ¢ok cesitli agirlik fonksiyonlarina

sahip kalan terimli L” Hardy ve LP Rellich esitsizliklerine ornekler verilmistir.

Kisacas1 tezin geneli diigiiniildiigiinde, belli siiftan olan fonksiyonlar icin gerek
agirlikli Hardy ve agirlikli Rellich tipi esitsizlikler, gerekse de bu esitsizliklerin gelig-

tirilmig halleri elde edilirken ihtiya¢ duyulan birincil aracin bazi dogrusal olmayan
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kismi diferansiyel denklemlerin veya kismi diferansiyel egitsizliklerin ¢éziimlerinin
oldugu goriilmiistiir. Bu ise, kismi diferansiyel denklemler ile bir fonksiyonun kendisi
ve turevlerini ihtiva eden integral esitsizlikleri arasindaki dogal iligkiyi gozler oniine

serdiginden dolay1 elde edilen sonuclarin 6nemini artirmaktadir.
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