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OZET

Doktora Tezi

RIEMANN MANIFOLDU UZERINDE BAZI KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

Siimeyye BAKIM

Istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. ismail KOMBE
2021, 76 sayfa

Bu tez ¢alismasinin iki temel amaci bulunmaktadir. i1k olarak asagida verilen dogrusal
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin pozitif ¢oziimlerinin yoklugu incelenmistir:
G — Ag(u™) + V(z)u™ + Mt Qx(0,T),
u(z,0) = ug(x) >0 . Q
u(z,t) =0 , 02 x(0,7)
ve
% =Apu+V(z)uP™t + Xt Qx(0,7T),
U([L‘70) = UO(:E) >0 ) Q)
u(z,t) =0 , 02 x(0,7).

Burada, 0 < m < 1,1 <p <2,V € L}, q > 0, X € R ve Q bolgesi, kompakt
olmayan ) Riemann manifoldunda diizgiin sinira sahip sinirl bir bolgedir. A, ve A, 5,
sirastyla M {lizerinde Laplasyan ve p—Laplasyan operatorleridir.

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin incelenmesinde Hardy tipi esitsizliklerin
onemli bir rol oynadig1 bilinmektedir. Bu baglamda, tezin ikinci amaci olarak, M
Riemann manifoldu iizerinde agirlikli L” Hardy tipi esitsizlikler ispatlanmigtir. Uygun
agirlik fonksiyon secimleri ile hiperbolik uzay H" icindeki diizgiin sinirli €2 bolgelerinde
cesitli kalan terimli esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica, pozitif ¢oziimlerin yoklugu
ispatlanirken kullanilan Leray potansiyeli de bu yolla elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hardy-Leray tipi esitsizlikler, Hizl1 Difiizyon Denklemi, Kritik
kuvvet, p— Laplasyan Denklemi, Pozitif ¢coziimlerin yoklugu.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS ON RIEMANNIAN
MANIFOLDS

Siimeyye BAKIM

Istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. ismail KOMBE
2021, 76 pages

The main goal of this thesis is twofold. First, we investigate nonexistence of positive

solutions of the following nonlinear partial differential equations:

% =A,(u™) +V(z)u™ 4+ M in Qx(0,7),

u(z,0) = ug(x) >0 in
u(z,t) =0 on 00 x (0,7),
and

G = Npgu+ V()ur~ '+t in Qx (0,7),
u(x,0) = ug(x) >0 in

u(z,t) =0 on 02 x (0,7),

where0 <m < 1,1 <p<2,V e L}Oc, g >0, X € R and 2 is a bounded domain with
smooth boundary in a noncompact Riemannian manifold M. A, and A, , represents

Laplacian and p—Laplacian operator on M respectively.

Importance of Hardy type inequalities in the analysis of the solutions of partial
differential equations is well known. From this point of view, as a second goal, weighted
L? Hardy type inequalities are proved on a Riemannian manifold }/. Various improved
inequalities are obtained on smooth bounded domains (2 in the hyperbolic space H"
with appropriate selection of weight functions. Furthermore, the Leray potential that
used in proving the absence of positive solutions, was also obtained in this way.

Keywords: Critical Exponent, Fast Diffusion Equation, Hardy-Leray type inequalities,
Nonexistence of positive solutions, p—Laplacian Equation.
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Biiyiik-O notasyonu

Kiiciik-o notasyonu

SIMGELER VE KISALTMALAR

n— boyutlu Oklid uzay1
(2 bolgesindeki siirekli fonksiyonlar uzay1

Q2 bolgesinde k. mertebeden siirekli tiirevlenebilir kompakt
destege sahip fonksiyonlarin uzay1

Test fonksiyonlar1 uzay1

Oklid uzayinda tanimli gradyan vektorii

Oklid uzayinda tanimli Laplace operatorii

Riemann manifoldu iizerinde taniml1 gradyan vektorii
Riemann manifoldu iizerinde tanimli Laplace operatorii
Riemann manifoldu iizerinde tanimli p—Laplace operatorii
Oklid uzayindaki x, merkezli, R yarigaph acik yuvar

n— boyutlu B(0, 1) birim yuvarinin yiizey alani

() bolgesindeki p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlarin
uzay1

(2 bolgesindeki p—yerel integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1
Sobolev uzay1

Cg° uzayinin W*? uzayindaki kapanigi

Hiperbolik uzay

Hiperbolik gradyan vektorii

Hiperbolik Laplace operatorii

Hiperbolik p—Laplace operatorii

R™ uzayinda birim yuvar

(2 bolgesinin sinir1

() bolgesinin kapanisi: Q = Q U 99

() bolgesinin Lebesgue oOlciisii

r — xo limiti alindiginda z noktasina yeterince yakin

her x degeri icin | f(x)| < C|g(x)| olacak sekilde bir C' sabiti
varsa, f = O(g) yazilr.

r — xo limiti alindiginda, lim,_,

f = o(g) yazilir.

1f ()]
lg ()]

= 0 oluyorsa,



1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemler, fizik ve miihendislik gibi bir ¢ok bilim dalinda
uygulamast olmasi nedeniyle, matematigin en aktif caligma alanlarindan biridir. Bu
alanlardaki problemler, dogrusal veya dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler

ile modellenebilmektedir.

Bir kismi diferansiyel denklemin, hem = = (x4, ..., x,) uzayt hem de £ zamanini igeren
formu evoliisyon denklemi olarak adlandirilir. Evoliisyon denklemlerinin en basit iki
ornegi 1s1 denklemi ve dalga denklemidir. Dogrusal olmayan evoliisyon denklemleri, 1s1
transferi ve kuantum mekaniginde, dogrusal olmayan reaksiyon-difiizyon denklemi ve

dogrusal olmayan Schrodinger denklemi olarak karsimiza ¢cikmaktadir.

Dogrusal olmayan evoliisyon problemlerini dogrusal olanlardan ayiran en dikkat
cekici ozelliklerden biri, singiilaritelerin (yani ¢oziimiin tekilligi) ortaya ¢ikmasidir.
Bu problemlerdeki tekilliklerin en basit bi¢imi, zaman belirli sonlu bir 7" > 0 limitine
yaklastiginda degisken veya degiskenler sonsuza yaklasma egilimi gosterdiginde ortaya
cikmaktadir. Yani ¢oziim, sonlu zamanda sonsuz olur. Buna ¢oziimiin patlamasi (blow
up) denir. Patlama kavrami, evrim siirecini tanimlayan degiskenlerin sonsuz biiylimesi
nedeniyle zaman i¢inde ¢oziimlerin global olarak varligim1 durdurdugu anlamina
gelmektedir. Bir 2 x [0,7") bolgesi iizerinde T < 400 igin bir ¢oziim varsa, bu
coziime lokal (yerel) ¢oziim denir. Bu durum ¢6zlimlerin yerel varligi olarak adlandirilir.
Cozlimlerin var oldugu tiim bu 7”lerin supremumu 71,.«, ¢6ziimlerin varliginin en genis
zamanidir ve T, = oo oldugunda ¢oziim global ¢oziimdiir. Ti,,x < 400 durumunda

ise, coziimler global olmaz, sonlu zamanda ¢oziimlerin patlamasi gerceklesir.

Dogrusal olmayan, parabolik tipteki difiizyon denklemlerinin en genel hali
u=Au", u>0 xzeR" t>0 (1.1)
seklindedir. Bu denklemde, Au™ = div(Vu™) = div(mu™ 'Vu) oldugundan,
difiizyon D(u) := mu™! tarafindan yiiriitiiliir. Yani,

(i) m = 1ise, difiizyon D(u) = 1 iken sabittir ve denklem dogrusal 1s1 denklemidir.

(i) m > 1ise, u — 0 iken difiizyon D(u) = mu™! — 0 oldugundan denklem,

gozenekli ortam denklemidir (yavag difiizyon).



(iii)) 0 < m < 1ise, u — 0 iken difiizyon D(u) = mu™! — oo oldugundan

denklem hizli difiizyon denklemidir.

(iv) m < 0 ise, denklem siiper hizl1 difiizyon denklemidir.

Gozenekli ortam denklemi (Porous Medium Equation), parabolik tipteki dogrusal
olmayan evoliisyon denklemlerinin en basit 6rneklerinden biridir. Bu denklemin, sivi
akisi, 1s1 transferi veya difiizyon gibi fiziksel uygulamalar1 bulunmaktadir. Hizli yayinim
denklemi (Fast Diffusion Equation) ise, plazma fizigi, geometrik akigslar (yiizeylerdeki

Ricci akigt ve Yamabe akisi) gibi uygulamalarda karsimiza ¢ikmaktadir.

Bir bagka onemli dogrusal olmayan parabolik tipteki denklem ise,

u, = div(|VulP?Vu), 1<p<n (1.2)

biciminde tanimlanan p—Laplace denklemidir. Bu denklemde p = 2 alindiginda bilinen
Laplace denklemi elde edilir. p > 2 oldugunda dejenere difiizyon denklemi ve p < 2

durumunda ise singiiler difiizyon denklemi olarak adlandirilir.

(1.1) ve (1.2) denkleminin 6nemli bir genislemesi de, denklemlerin sag tarafina bir terim
eklenmesi ile olugsmaktadir:
u = Au™ + F(x,t),

(1.3)
uy = div(|Vul|P"2Vu) + F(x,1).

(1.3) tipindeki denklemlerin ¢oziimlerinin davraniglari bir cok arastirmacinin ilgisini
cekmis ve bu denklemlerin pozitif ¢oziimlerinin yoklugunun nelere bagl oldugu sorusu
irdelenmigtir. Bu arastirmalarda (1.3) denkleminde F'(z, t) terimi bir V' (x) potansiyeli

veya u” kaynak terimi olarak ele alinmis ve ¢oziimlerin davraniglari incelenmistir.

Yukarida bahsedilen ¢aligmalarin 15181nda, Riemann manifoldu iizerinde hem potansiyel
hem de kaynak terim iceren daha genel bir problemin pozitif ¢oziimlerinin yoklugunun

nelere bagl oldugu sorusu akla gelmektedir.



Bu tezin ilk amaci, dogrusal olmayan hizl difiizyon tipi (0 < m < 1):
Gu — Ag(um™) + V(z)um™ + . Qx(0,7),

u(z,0) = ug(x) >0 . Q (1.4)

u(x,t) =0 , 02 x(0,7).

\

denklemi ile, dogrusal olmayan p-Laplasyan tipi (1 < p < 2):

;

du _ A, g+ V(z)uP™ + M, Qx(0,7T),

bt
u(x,0) = up(z) >0 . Q, (1.5)
u(z,t) =0 , 090 x(0,7),

\

denklemlerinin kompakt olmayan bir A Riemann manifoldu iizerinde pozitif
coziimlerinin yoklugunu incelemektir. Burada u ¢6ziimii yogunluk, derisim, sicaklik
veya yiikseklik gibi fiziksel bir nicelik olabileceginden yalnizca pozitif ¢oziimlerle

ilgilenilmektedir.

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin pozitif ¢oziimiiniin yoklugunu
etkileyen en 6nemli faktorlerden biri V' (x) potansiyelinin se¢imidir. Bu ise, ¢ziimiin
yoklugunu gostermede kullanilabilecek yeni Hardy potansiyelleri bulma fikrini ortaya
koymaktadir. Bu baglamda, bu tez calismasinin diger bir amaci da (1.4) ve (1.5)
problemlerinin pozitif ¢oziimlerinin yoklugunun incelenmesinde yeni potansiyeller elde

etmek adina Riemann manifoldu iizerinde yeni Hardy tipi esitsizlikler elde etmektir.

Tez yedi boliimden olusmaktadir. Giris boliimiiniin ardindan Literatiir Ozeti boliimiinde

ele alinan konu ve denklemler ile ilgili yapilmis olan caligmalar 6zetlenmistir.

On Bilgiler olarak adlandirilan iiciincii boliimde, tezde kullanilan temel tanimlar,

teoremler ve esitsizlikler verilmistir.

Dordiincii boliimde, model manifold olarak secilen hiperbolik uzay H" in temel

ozellikleri tamtilmistir.

Besinci boliimde (1.4) hizli yayinim tipi denklemin ve altinci boliimde (1.5) p—Laplace
tipi denklemin Riemann manifoldu iizerinde pozitif ¢Oziimiiniin yoklugu analiz
edilmigtir. Secilen somut potansiyeller kullanilarak hiperbolik uzay H" iizerinde,

problemlerin pozitif ¢dziimlerinin yokluguna sebep olan faktorler belirlenmistir.



Tezin yedinci boliimiinde, gelistirilmis (kalan terimli) Hardy ve Leray tipi esitsizlikler
sunulmusg ve bu esitsizliklerin, model manifold olarak secilen H" hiperbolik uzayin
Poincaré yuvar modelinde sonuglari verilmigtir. Bu sonuclardan bazilari besinci
ve altinc1 boliimde ele alinan problemlerin uygulamalart i¢in somut potansiyeller

saglamistir.



2. LITERATUR OZETi

Bu boliimde dogrusal olmayan parabolik denklemlerin pozitif ¢oziimlerinin yoklugunun

incelenmesinde giinlimiize kadar yapilan bazi ¢alismalara kisaca deginecegiz.

[k olarak Fujita (1966), p > 1 icin,

u = Au + uP ,  (x,t) € R™ x (0, 00),
(2.1)

u(z,0) =up(x) >0 , xzeR"

seklinde kaynak terim iceren reaksiyon-difiizyon denkleminin ¢oziimlerinin patlamasini
calismistir. Burada, pozitif, siirekli ve sinirl ug baslangi¢ kosulu icin (2.1) probleminin
¢Ozlimiiniin patlamasi p degerine baghidir. 1 < p < 142/n oldugunda (2.1) probleminin
global pozitif ¢oziimii bulunmamaktadir. p > 1 + 2/n oldugunda ise global pozitif

¢Ozlim vardir.

Daha sonra Hayakawa (1973) ve Weissler (1981), p = 1 + 2/n durumunda da (2.1)
probleminin global pozitif ¢6ziimiin olmadigini ispatlamiglardir. Buradaki 1 + 2/n
degeri kritik Fujita iissii olarak adlandirilmaktadir. Fujita’nin sonucunu gelistirmek
ve genellestirilmek i¢in, u” terimi yerine daha genel kaynak terimler veya 0, — A
1s1 operatorii yerine parabolik olmayan operatorler kullanilarak c¢esitli denklemler
cahigilmustir. lgili calismalar icin (Levine, 1990; Deng ve Levine, 2000) referanslarina

bakilabilir.

Potansiyele sahip bir 1s1 denklemini ele alalim:

% =Au+V(x)u, zeR" t>0. (22)

Bu denklem i¢in, V' (z) potansiyeli, sifirin herhangi komgulugu civarinin diginda sinirli
ve negatif olmayan ve lim,_,o V' (2) = oo olsun (Eger n = 1 ise R yerine (0, o) olur).
Eger V (z) — oo yaklasimi, z — 0 yaklagimi kadar yavagsa, baslangi¢ deger problemi
iyi tammmlhidir ve pozitif baslangic kosulu, pozitif ¢oziimlere yol agmaktadir. Bu noktada
H. Brezis ve J.L.Lions sdyle bir soru sormustur:

V(x) — oo limiti, pozitif ¢oziimlerin varligina engel olacak kadar hizli olabilir mi?



Bu soruya yanit olarak, Baras ve Goldstein (1984), (2.2) denkleminde V' (z) = ¢/|x|?

potansiyelini ele almig ve 2 = R” veya Q2 € R", u = u(z,t),t > 0 ve x € € olmak

lizere,
%:Au—i—ﬁu . Qx(0,7),
u(z,0) =up(x) >0 , £, (2.3)
u(z,t) =0 , 00 x(0,7),

\

Cauchy-Dirichlet probleminin ¢éziimiiniin varligin arastirmiglar ve ¢oziimlerin kritik
davraniglarini ortaya koymuglardir. Bilinmektedir ki, (2.2) denklemi i¢in, eger V' (x)
potansiyeli “cok fazla singiiler” ise pozitif ¢6ziim bulunamamaktadir. Bu anlamda, Baras

ve Goldstein (1984), ¢ > C*(n) = (%52)? ise u = 0 diginda (2.3) probleminin pozitif

n—2

52)? durumunda ise, pozitif ¢dziimlerin

¢6ziimii olmadigini, 0 < ¢ < C*(n) = (

bulundugunu ispatlamustir. Yani, C*(n) = (25%)? degeri, ¢/|z|? ters kare potansiyeline

n_—2)2

sahip 1s1 denklemi i¢in bir ayrim noktasidir (cut-off point). Burada, C*(n) = ("5

degeri Hardy esitsizligindeki en iyi sabittir:

/Rn Vo(x)|*de > (”—2)2/n 6@, 4 e crmm.

2 |2

c

Kuadratik form anlaminda inceleyecek olursak, Hardy esitsizligine gore, H = —A— E
simetrik operatorii ¢ < C*(n) ise negatif degil, ¢ > C*(n) ise negatiftir. Yani, H
operatoriiniin sinirliliginin belirlenmesindeki kriter ile problemin pozitif ¢éziimiiniin
belirlenmesindeki kriter ortiismektedir. Dogrusal Cauchy problemi i¢in detayl bilgiye

(Goldstein, 1985) referansindan ulasilabilir.

Cabré ve Martel (1999), Baras ve Goldstein (1984)’1n yapmis olduklari ¢aligmay1 genel
pozitif V' potansiyeli i¢in genisletmislerdir. Problemin pozitif ¢oziimiiniin varliginin
ve yoklugunun H = —A — V simetrik operatoriiniin infimumunun biiyiikliigi ile

belirlendigini ortaya koymuslardir. Bu ise;

[, IVo|2de — [, V]6|*dx
060 () Jo 10]*dx

ile ifade edilmektedir. Buna gore,
(i) Eger 0;,,4(V, Q) > —o0 ise global zayif ¢6ziim vardir.
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(ii) Eger herhangi € > 0 i¢in 0;,¢((1 — €)V, Q) = —oo ise, u > 0 olacak sekilde
problemin zayif ¢oziimii yoktur. Burada Ani Patlama (instantaneous blow up)

vardir.

Cabré ve Martel (1999)’in sonucu, cesitli dogrusal parabolik denklemlerde ( Goldstein
ve Zhang (2001, 2003); Kombe (2004) ve Goldstein vd. (2005)), ve dogrusal olmayan
problemlerde (Azorero ve Alonso (1998); Crespo ve Alonso (2000)) c¢Oziimiin
yoklugunun ispatlanmasinda kullanilmigtir. Kombe (2004) ise bu sonugla cesitli somut

potansiyellerin ¢oziime etkisini incelemistir.

Riemann manifoldu iizerinde yapilan calismalara drnek olarak, Zhang (1998, 1999,
2000) ve Zhang (2001) verilebilir. Bu ¢calismalarda Zhang, Fujita (1966) nin sonuglarini
Riemann manifolduna genisletmekle kalmamis, bu sonuglar1 dogrusal olmayan bagka
parabolik denklem siiflara da tasimistir. Ornegin, Zhang (1998) *de n—boyutlu
(n > 3) M Riemann manifoldu lizerinde, potansiyele ve kaynak terime sahip (¢ > 1),

Fujita-tipi

u=Au—V(x)u+u?! , M x(0,00),
t = By (z) (0,00) 2s)

U(I70) = UO(I) >0 ) M7

denklemini ele almistir. Bu calismada, potansiyele sahip 1s1 denkleminin temel

¢Ozlimii i¢in global simirlart kullanarak, fujita tissii ve V' (z) = UT“(I)}’) davranigina sahip
potansiyelin iligkisini incelemistir. Ger¢ekten de, Zhang’ 1n sonucu V' (x) potansiyelinin

fujita iissii lizerinde nasil giiclii bir etkisi oldugunu gostermektedir.

Zhang (1999) ise, baz1 geometrik varsayimlar altinda,

uy = Au™ + uP , M x (0, 00),
(2.6)

U(I70) = UO(I) >0 ) M7

Cauchy problemininin p > 1 ve o > 2 i¢in pozitif ¢oziimlerin varli1 incelenmis ve

asagida verilen sonuglara ulagmisgtir:

@Om >1vem < p < m+ % oldugunda (2.6) probleminin global pozitif

¢Oziimii bulunmamaktadr.



@) 1-— % <m<lvel<p<m+ % oldugunda (2.6) probleminin global pozitif

¢Oziimii bulunmamaktadir.

(i) m > 0,a=nvep >m+ % oldugunda (2.6) probleminin bazi vy > 0 i¢in

global pozitif ¢6zlimii bulunabilir.

Bu teze motivasyon saglayan bir dier ¢calismada ise, Goldstein ve Kombe (2003)

% =A™+ V(z)u™ , Qx(0,7),

u(z,0) = ug(x) >0 . Q, (2.7)

u(z,t) =0 , 09 x (0,7,

\

denklemi i¢in pozitif ¢cozlimiin yoklugunun m nin deger araligina ve spektruma bagh

oldugunu Cabré ve Martel teknigini kullanarak ispatlamistir.

Goldstein ve Kombe (2003), ayn1 caligmalarinda asagidaki p-Laplace denklemini ele
almiglardir:

9u — Npu+ V(z)ur?, Qx(0,7),

u(z,0) = ug(x) >0, Q, (2.8)

u(zx,t) =0, o0 x (0,7).

\

Burada 1 < p < 2ve V(z) € L} (Q) igin problemin pozitif ¢6ziimiiniin yoklugununun

loc

normalize p—enerji formunun spektrumuna bagli oldugu sonucuna varilmigtir. C, €2’

nin Lebesgue 6l¢iimii sifir olan alt kiimesi olmak iizere, bu form

Volrdr — [ V]sPd
b e JalVOPde— J ViePde (2.9)
0£HECE (Q\K) Jo 16lPdz

ile tanimlanmaktadir.

Goldstein ve Kombe (2003), hem hizli yayimim tipi (2.7) denklemi icin, hem de

p—Laplasyan tipi (2.8) denklemleri i¢in agsagidaki potansiyelleri ele almigtir:

1
Hizli Yayinim:  V(z) = #, V(z) = | C|2 + |ﬁ|2 sin(| | ),
T T T T“
) A (2.10)
p—Laplace: V(z) = P V(z) = e + Br sm(|x|a).



Burada ¢ > 0, « > 0 ve 3 € R — {0} dir. Ikinci potansiyel singiiler oldugu gibi
ayni zamanda fazlaca salinim yapan bir potansiyeldir. Salinimda hem pozitif hem de
negatif kisimlar vardir ve bunlar kuadratik formda birbirini sadelestirmektedir. Boylece
pozitif ¢coziimiin yoklugunun sadece c degerinin biiyiikliigiine bagli oldugu sonucuna

varilmisgtir.

Yukarida bahsedilen ¢alismalarda, (2.6) probleminde pozitif ¢dziimlerin yoklugunun
p ve m degerlerine, (2.7) probleminde ise m degerine ve (2.4) denkleminde ifade
edilen spektrumun dibine bagli oldugu goriilmiistiir. Bu ¢alismalardan yola ¢ikilarak,
M Riemann manifoldu iizerinde, daha genel bir dogrusal olmayan parabolik tipte bir
problemin pozitif ¢oziimlerini inceleyerek, m, p ve (2.4) spektrumun dibi arasindaki

iligkiyi arastirmak akla gelmektedir.

Benzer sekilde, (2.8) denklemine \u? kaynak teriminin eklenmesi, Goldstein ve Kombe
(2003)’nin elde etmis olduklar1 sonuglar: nasil etkileyecegi sorusu ortaya ¢ikmaktadir.
(2.9) denkleminde ifade edilen p—enerji formunda [, |V¢[Pdx ve [, V|¢|Pdx integral
terimleri arasinda bir yarig vardir. Bu yarisin sonucunda (2.9) ifadesi —oo olabilmektedir.
Aslinda bu sonug¢ V' potansiyelinin se¢cimine baghdir. Bu durum, problemde ele alinacak

yeni kritik potansiyellerin arayisina motivasyon saglamaktadir.

Bu tez calismasinda yukarida ifade edilen sorular1 cevaplandirmak iizere, literatiirde
yer alan problemlerin bir cogunu kapsayan (1.4) ve (1.5) denklemlerinin Riemann
manifoldu iizerinde pozitif ¢oziimlerinin yoklugunun nelere bagli oldugu ispatlanmustir.
Pozitif ¢oziimlerin yoklugu ele alinirken, (2.10) denkleminde belirtilen potansiyellerin
yani sira, elde edilen yeni Hardy tipi esitsizliklerden ortaya ¢ikan somut potansiyeller
kullanilmagtir.

Bu tez calismasindan elde edilen sonuglarin bir kismi asagida verilen dergilerde

yayinlanmusgtir:

* S. Bakim, G. R., Goldstein, J. A. Goldstein, I. Kombe. 2020. Fast diffusion
equations on Riemannian manifolds. Differential and Integral Equations, 33

(9-10), 507-526.

* G. R., Goldstein, J. A. Goldstein, I. Kombe, S. Bakim. 2021. Nonexistence
results for parabolic equations involving the p—Laplacian and Hardy-Leray type

inequalities on Riemannian manifolds. Journal of Evolution Equations, In Press.



3. ONBILGILER

3.1. Fonksiyon Uzaylari

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar ve uzaylar verilecektir.

Detayl bilgi i¢in (Adams, 1975; Evans, 2002; Brezis, 2011) kaynaklarina bakilabilir.

Tamm 3.1.1. (Lebesgue Uzay1 LP(2)) Q2 bolgesi, R" iizerinde ol¢iilebilir bir kiime ve

¢ olgiilebilir bir fonksiyon olsun. 1 < p < oo olmak iizere, |¢(z) |’ Lebesgue anlaminda

integrallenebilir olmasi
[ lotapis < oo
Q

demektir. O halde, ¢(x) fonksiyonlari p. kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi

olarak adlandirilir ve bu siif LP(€2) ile gosterilir. LP(€2) uzaymdaki norm
1
lulzsiy = lally = | [ futa)pas]

olarak tanimlanir. LP() uzayinda p = 2 alinirsa, L*((2) uzayi, karesi integrallenebilen

fonksiyonlar uzay1 olarak isimlendirilir. Bu uzay,
(60) = [ ovda
Q

i¢ carpimi ile Hilbert uzayidir.

Tanim 3.1.2. Bir kiimenin, 0l¢iisii sifir olan bir alt kiimesi hari¢ her noktasinda saglanan

bir 6zellik o kiimenin hemen hemen her yerinde saglaniyor denir.

Tanmm 3.1.3. (L*°(Q2) Uzay1) 2 bolgesinde dlgiilebilir bir ¢ fonksiyonu i¢in hemen
hemen her yerde |¢(z)| < M seklinde bir M sabiti bulunabiliyorsa, ¢ fonksiyonuna
hemen hemen her yerde sinirhidir denir.

2 bolgesinde hemen hemen sinirl ¢ fonksiyonlari ile tanimlanan uzaya L>°(2) uzay1

denir. Bu uzayda norm, soyle tanimlanir:
[0l L () = Inf{M - |¢] < M7}

Tamm 3.1.4. (L} () Uzay1) Q bolgesi, R de bir bolge ve 1 < p < oo olsun.

loc

bolgesinin her kompakt altkiimesinde p. kuvvetten integrallenebilen tiim Olciilebilir

10



fonksiyonlarin uzayina p—yerel integrallenebilir fonksiyon uzay: denir ve L} (€2) ile

gosterilir.

Tamm 3.1.5. (C5°(Q2) Uzay1) ¢ : 2 — R fonksiyonu i¢in destek, supp¢ ile ifade edilir

ve () bolgesi iizerinde ¢ fonksiyonunun sifir olmadig1 noktalarin kiimesini tanimlar:

suppp = {z € Q2 : ¢(z) # 0}

Eger supp¢ kiimesi kompakt ise, ¢ fonksiyonu, {2 bolgesinde kompakt destege sahiptir
denir. Bu fonksiyonun uzay1 C§°((2) ile gosterilir. C§°(€2) uzayinin elemanlarina test

fonksiyonlar1 denir.

Tamm 3.1.6. Negatif olmayan «; lerin @ = (ay, o, ..., qy,), n bilesenlisine ¢oklu

indis denir. Eger,

la| =1 +as+ -+ a,

ver = (x1,T9,...,7,) € R ise,
dlely
¢ =axtzy? . adr ve D% =
0,02, ... 0%,
= D*?uD%vy... Dy
yazilir.

Tamm 3.1.7. f € Li,_ olsun ve « ¢oklu indisi verilsin. Vi € C5°(Q) i¢in

loc
| vda = (=01 [ i

1
loc

esitliginin saglandig1 g € L, . fonksiyonuna f fonksiyonunun a. zayif (genellestirilmis)

tiirevi denir ve g = D“u ile ifade edilir.

Tanim 3.1.8. (2 bolgesi, R™ de bir bolge, 1 < p < oo ve m negatif olmayan herhangi

bir tamsay1 olsun.
WmP(Q) = {u e LP(Q): D% € LP(2),0 < o] < m}

ile tanimlanan uzaya Sobolev uzayt denir. Yani, bu uzayda, fonksiyonun kendisi ve m.

mertebeye kadar tiim genellestirilmisg tiirevleri L?(2) uzayindadir.
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3.2. Riemann Manifoldu

Tezin bu boliimiinde, Riemann manifoldu iizerindeki temel tanim ve yapilar verilecektir.
Daha detayl bilgi icin (Gallot vd., 1993; Chavel, 2006; Grigor’yan, 2009; Sahin, 2012;

Ozan, 2016) referanslarina bagvurulabilir.

3.2.1. Diferansiyellenebilir manifoldlar

IIk olarak topoloji kavrami verilecektir.

Tanimm 3.2.1. X bir kiime ve 7, X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi olmak iizere,

) 0erveX e,
(i1) 7 ailesinin keyfi sayida birlesimi 7 kiimesine ait,
(iii) 7 ailesinin sonlu sayida kesisimi 7 kiimesine ait,

sartlar1 saglaniyorsa (X, 7) ikilisine bir fopoloji ad1 verilir.

Bir X topolojik uzayinda, X birbirinden farkli her =, y elemanlar1 i¢in bu noktalarin
ayrik komsuluklar1 varsa, bu topolojik uzaya Hausdorff uzayt adi verilir. (X, 1) ve
(X', 7') topolojik uzaylar, f : X — X’ fonksiyonu bire bir ve xy € X olsun. f(zy) €
X' noktasinin her M’ komgulugu i¢in f(M) C M’ olacak sekilde xy € X noktasinin
bir M komsulugu varsa f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir denir. Her zy €
X noktasinda siirekli f : X — X’ fonksiyonuna siirekli fonksiyon denir. Eger f
fonksiyonu birebir, orten, siirekli ve tersi siirekli ise, f fonksiyonuna homeomorfizma
ad1 verilir. Homeomorfizma sartlarinin saglanmasi durumunda X topolojik uzayr X'

uzayina homeomorfik olur.

Tamm 3.2.2. H bir Hausdorff uzay olsun. Eger her p € H icin, R™ deki bir agik kiimeye
homeomorfik olacak sekilde p noktasinin bir acik U komsulugu varsa H Hausdorff
uzayina manifold denir. Bu durumda boy(R") = n oldugundan, manifold, n—boyutlu

bir manifolddur.

Sinira sahip bir M manifoldu i¢in, M’nin i¢i (Intd/), M’de yer alan, R™’in bir
acik alt kiimesine homeomorfik komsuluga sahip noktalardan olusan kiime olsun.

O halde, M’nin sinirt M, IntM nin M’deki tiimleyenidir. Sinira sahip n—boyutlu
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bir M manifoldu i¢in, IntM, n—boyutlu (sinir1 olmayan) bir manifold ve OM sinir1

(n — 1)—boyutlu bir manifolddur.

Tanim 3.2.2°de ifade edilen homeomorfizma ¢ : U — ¢(U) C R™ ise, (U, ) ikilisine
bir harita (chart) denir. M manifoldundaki tiim noktalarin en az bir haritada bulunmasi
icin U agik kiimelerinin arakesitinin bostan farkli olmasi gerekir. ¢/’nin homeomorfizma
olmasindan dolay1, p € U noktasinin koordinatlarinin z = ¢(p) € R" noktasinin
koordinatlar1 olarak tanimlanmas1 miimkiindiir. Boylelikle, 1) homeomorfizmas1 M

manifoldunun bir p noktasina (x1(p), . .., z,(p)), n—1i koordinatlarini karsilik getirir.

Tamm 3.2.3. M, n—boyutlu bir manifold olsun. Eger M iizerinde haritalarin bir ailesi
olan U = {(U,, ¥, )} kiimesi i¢in agsagidaki sartlar saglaniyorsa U koleksiyonuna M

izerinde k. mertebeden diferansiyellenebilir yapt (atlas) ad1 verilir.

(1) U Ua = M,
(i) U, NUg # () oldugunda, (U,, ) ve (Us, ¥g) k. mertebeden uyumludur.

(iii) Tamlik 6zelligi: Eger bir (V, ) haritast (Uy, 1,) € U tiim koordinat atlaslariyla
uyumlu oldugunda, (V, ¢) € U olur.

Eger atlas her mertebeden diferansiyellenebilir ise, M/ manifolduna C'*°— manifold
(diferansiyellenebilir manifold) denir. Bu manifoldlara ayn1 zamanda diizgiin (smooth)

manifold ad1 verilir.

Tanjant vektor kavrami, manifoldlarin geometrisinde en dnemli kavramlardan biridir.
Topolojik uzay olan bir manifold iizerinde, tanjant vektor kavrami yardimiyla, vektor
uzay1 yapisi elde edilebilecek ve boylece cebirsel teknikler kullanmak miimkiin

olabilecektir.

Tanmim 3.2.4. M, diferansiyellenebilir bir manifold olsun. Bu takdirde, her f,g €
C*>®(M) ve a,b € R igin,

(i) &(fa+gb) = a&(f) + b&(g)
(i) &(fg) = &€(f)g + fE9),

sartlarimt saglayan £ : C*°(M) — R doniisiimiine, M manifoldunun bir z € M

noktasindaki tranjant vektorii denir ve T, M ile gosterilir.
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Tanjant vektorii kavramindan faydalanilarak manifold iizerinde vektor alan1 tanimini

verelim.

Tamim 3.2.5. M, diferansiyellenebilir bir manifold iizerinde, her x € M i¢cin X € T, M
olarak ifade edilen tanjant vektorlerinin ailesine vektor alani adi verilir.
Boylece bir vektor alani, X : M — U,eps1, M diferansiyellenebilir bir dontisiimdiir ve

(21,22, ..., x,) yerel koordinat sisteminde,

B 0
X = Xi—
seklinde ifade edilebilir.

Vektor alanlart gibi dual vektor alanlar1 da tanimlanabilir. M, diferansiyellenebilir
manifoldu i¢in, 7}, M vektor uzaymin dual uzay1 7, M ile gosterilsin. w, € 1, M olmak

tizere w,, : T,,M — R doniigiimii lineerdir. 7, M uzayinda herhangi bir {e;, es,...¢,}

bazimin, 77 M dual uzayinda kargilik gelen bir {e!, ¢?, ..., e"} dual baz1 vardir dyle ki,
L =1

(e, €j ) =0; =
0, Jj#1

dir. 7, M tanjant uzayinin dual uzay1 olan 7 M dual uzayina kotanjant uzay: ad1 verilir.
Bu uzayinin elemanlari ise dual vektor (kovektor) olarak adlandirilir. A/ manifoldunun
bir x € M noktasina dual vektor karsilik getiren doniisiimiine dual vektor alanm1 ya da

1—form denir ve a € R olmak iizere,
W,y = Z aidxi
=1
seklinde ifade edilir. Burada dz;, (z1, x2, . . . x,,) yerel koordinatina sahip bir manifoldun

T, M tanjant uzayinda % bazina karsilik gelen dual bazdir. Benzer sekilde n—form

Wy = E ail,...ﬂ'kdl’il VAR dl’zk

1<t << <n
olarak yazilir.

Simdiye kadar bir topolojik manifold iizerinde diferansiyel yap1 ve vektor uzay1 yapisi

kurularak, manifoldun geometrisini incelemek i¢in faydalanilacak araglar elde edilmistir.
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Riemann manifoldu, manifold {izerindeki her noktada tanjant uzayinin i¢ ¢arpim uzayina

doniistiiriilmesini saglamaktadir.

3.2.2. Riemann manifoldunda analiz

Bu altboliimde bir Riemann manifoldu {izerinde tanimlanan gradyan, diverjans ve
Laplasyan operatorleri tanitilmakta ve temel ozellikleri verilmektedir. 11k olarak

Riemann metrigi kavramini tanimlayalim.

Tamm 3.2.6. M, diferansiyellenebilir bir manifold ve 7, M bu manifold iizerinde

vektor alanlarinin kiimesi olsun. O halde,

g:T,MxT,M— C*M

ile tammmlanan ¢ simetrik, pozitif taniml1 bilineer form ise, yani her X, Y € T, M ig¢in,
M) g(X,Y) =g(Y, X)
(ii) g(X,X)>0veher Xicing(X,X)=0 < X =0

sartlar1 saglaniyorsa, g formuna Riemann metrigi (ya da metrik tensor) denir. (M, g)

ikilisine de Riemann manifoldu ad1 verilir.
Simdi egri uzunlugu tanimini verelim.

Tamm 3.2.7. (M, g) bir Riemann manifoldu ve v : I — M egrisi diferansiyellenebilir

bir egri olsun. ~y egrisinin uzunlugu
thl = [ bl
I

integrali ile verilmektedir.

Yukarida tanimlanan egri uzunlugu ds ile gosterilmektedir ve boylece metrik tensor

d52 = gzjdﬂfldﬂ?j

olarak gosterilmektedir.

Simdi sirasi ile Riemann manifoldu {izerinde tanimli gradyan, diverjans ve Laplace

operatorleri verilecektir.
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Tanmm 3.2.8. (M, g) bir Riemann manifoldu ve f fonksiyonu, M iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun bir x € M noktasindaki

gradyani,
Vof(z) = g7 (2)df ()

olarak tanimlanmaktadir.

Ayrica X € T, M olsun ve (-, -), g indisine bagli skaler carpimi gostersin. O halde
(Vof X) =df(X) =X

ifadesi elde edilir. Lokal koordinatlarda, (¢*/), (¢;;) nin ters matrisi olmak tizere,

"0
(Vol)i= Y g7 L
=1 !

i¢in,
Vof = ((ng)la R (vgf)n)

ve

- ijaf of
Vol = (Vaf V) = 3975050

ij=1
oldugu goriiliir.

(M, g) Riemann manifoldu iizerinde diizgiin bir X vektor alaninin diverjansi div X,

asagidaki sekilde verilmektedir.

Teorem 3.1. (Diverjans Teoremi) M Riemann manifoldu {izerinde bir C'*°—vektor
alam X i¢in, M iizerinde div, X ile ifade edilen tek bir diizgiin (smooth) fonksiyon

vardir yle ki, her ¢ € C§°(M) igin,
/ (div,X)¢pdv, = —/ (X, Vy0)dv,
M M

ifadesi saglanir.

Yukarida verilen diverjans operatorii, lokal koordinatlarda
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dngX = detgini)

1 0
\/detg,-j ;a_xz(

olarak ifade edilebilir. Ozel olarak detg; ; = 1 oldugunda R™’de Oklid diverjans1 divX =

% elde edilir.
5

Gradyan ve diverjans tanimlar1 kullanilarak, (M, g) Riemann manifoldu iizerinde

Laplace operatorii tantmlanabilir.

Tanm 3.2.9. (M, g) bir Riemann manifoldu ve f : (M, g) — C*(M, R) fonksiyon

olsun. (M, g) lizerinde f fonksiyonunun Laplasyanti,
A f =divy(V,f)
olarak tanmimlanir. Lokal koordinatlarda,

Agf /—det gw Z axl \/det Gij ZQU am

seklinde ifade edilebilir.

(M, g) Riemann manifoldu iizerinde p-Laplace operatorii ise,
Apgf = divg(|ng|p_2ng)

ile verilmektedir. Burada p = 2 alindiginda bilinen Laplace-Beltrami operatorii elde

edilir.

Riemann manifoldu iizerinde integral tanimlanabilmesi i¢in Oncelikle yonlendirilebilir

manifold tanimi verilecektir.

Tamim 3.2.10. n—boyutlu diferansiyellenebilir bir A/ manifoldunun yonlendirilebilir
olmasi i¢in, M iizerinde hi¢bir noktada sifir olmayan bir w formunun varlig1 gerekli ve

yeterlidir.

Simdi, M manifoldu iizerinde hicbir noktada sifir olmayan bir w n— formu oldugunu
kabul edelim (M yonlendirilebilir manifold). U C M olacak sekilde bu formun sifirdan

farklt oldugu noktalar kiimesi,

supp(w) = {z € Ulw # 0}
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kompakt ise, bu forma kompakt destekli form denir. U alt kiimesi iizerindeki her form
w = fdxy A --- A dzx, olarak yazilabileceginden supp(w) = supp(f) olacaktir. Bu

takdirde, U agik kiimesi iizerindeki w formunun integrali,

/w:/fdxl/\---/\dxn:/f(xl,---,xn)dxldxg-ndxn
U U U

olarak tanimlanir. Integrali alman formun sifirdan farkli oldugu kiimenin kapanis

kompakt oldugu i¢in yukarida ifade edilen integral sonludur.

Riemann integralinde, {i1,...,3,} = {1,...,n} alarak,

/fdxl...d:vn:/fd:vil...dxin
U U

seklinde degiskenlerin sirasi degistirilerek yazilabilir. Ancak yukarida tanimlanmig
olan w = dz; A - - - A dx,, formundaki koordinatlarin siras1 onemlidir. Ornegin bir w

2—formu igin,

f(.l’l, IQ)dZL’l VAN dl’g == / (—f(Il,ZEQ))dIQ A dl‘l = —/ f(l’l, IL‘Q)dl’le’l

R?2 R2 R2
olur.
Yonlendirilebilir bir Riemann manifoldu iizerinde z;, . . . , x,, koordinatlar1 i¢in Riemann

hacim elemani, g = det(g;;) olmak iizere,
dv, = \/gdz, ... dx,

seklinde ifade edilir. Hacim elemani, diferansiyellenebilir bir n—formdur ve hicbir

yerde sifir degildir. Bu ifade ile bir M/ manifoldunun hacmi
Vol (M) — / o,
M

olarak tanimlanir. Bu ¢alismada ele alinan M Riemann manifoldunun yonlendirilebilir

oldugu kabul edilecektir.

Simdi, Green 6zdegliklerinin Riemann manifoldu iizerindeki genellemesi verilecektir.

Teorem 3.2. M Riemann manifoldu iizerinde, en az biri kompakt destege sahip, C'*°

siifindan olan ¢ ve 1) fonksiyonlar i¢in,
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gbAgwdvg:/ YA pdug
M M

esitligi gecerlidir.

Bu alt boliimde son olarak Riemann manifoldu iizerinde polar koordinatlar tanitilacaktir.
x noktasi, M Riemann manifoldu lizerinde bir nokta ve «; ise, ¢ egri uzunlugu ile
parametrize edilen, x noktasindan gecen ve ¢ = 0 anmindaki teget vektorii v olan
birim vektore sahip jeodezik olsun. 0 € T,(M) olacak sekilde, orijinin uygun bir

U komgulugunda,

exp, .U CT,(M)— M

tv = 7, (t)
seklinde 1yi tamimh bir exp, doniisiimii vardir. Bu doniisiime iistel doniisiim adi
verilmektedir.

exp, ustel doniisimii altinda, 7, (M) nin polar koordinatlari, M iizerinde ve z
noktasi civarindaki koordinatlardir. Bunlara M iizerinde jeodezik koordinatlar denir ve

r,01,0s, ... ile gosterilir. Bu koordinatlarda,

D ON_ e (29N g
or’or/ or a0; )

saglanir. Polar koordinatlarda r, bir noktanin orijine olan uzakligini temsil eder ve buna

dik olan n — 1 tane koordinat bulunmaktadir. Oklid metrigi, polar koordinatlarda,
an - d?“2 + TQQSnfl

ile verilmektedir. Burada r parametresi (0, c0) aralifindadir, yani, » = 0 da polar

koordinatlar iyi taniml degildir.

n—boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldunun metrigi, polar koordinatlarda,
g =dr* + w*(r)gsn (3.1)

ile verilmektedir. Burada w(r) fonksiyonu, ry degeri model manifoldun yaricapi olmak

tizere, (0, 7() arahiginda pozitif bir fonksiyondur ve w(0) = 0 ve w'(0) = 1 sartlarin
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saglamaktadir. Oklid uzay1 R" de, ry = oo ve w(r) = r dir.

(M, g) Riemann manifoldu iizerinde, (3.1) ile verilen metrikle tanimli Riemann hacim

elemani, polar koordinatlarda,

dv, = w(r)" 'drdd

ile tammlanmaktadir. Burada df, S"~! iizerinde Riemann 0lciisiinii temsil etmektedir.

Son olarak (M, g) tizerinde Laplace-Beltrami operatorii,
o? d 0 1

A=— —logw" ) == + ——Ag,_
or? + (dr 08 ) or * w?(r) Sl

biciminde ifade edilmektedir. Yani, R™ Oklid uzayinda bu operator,

0? n—1\ 0 1
Apgn :—+< )E‘FEASnl

or? r

seklindedir.

3.3. Esitsizlikler

Bu boliimde, tezin ilerleyen boliimlerinde yapilan ispatlarda kullanilan baz1 6nemli

esitsizlikler verilecektir.

Teorem 3.3. (Cauchy Esitsizligi) e > 0 olmak iizere, x,y € R icin,
€ 1
< Sz L2
eyl < Slal” + -yl

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 3.4. (Hardy Esitsizligi) 1 < p < n olmak iizere, her ¢ € W1P(IR") fonksiyonu

i¢in,

n—p\" [ o
p - r kI
/N'W' 1’2( ’ )/Rnrx\px

esitsizligi saglanir. Ayrica (%)p sabiti en iyi sabittir (Azorero ve Alonso, 1998).
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Teorem 3.5. (Holder Esitsizligi) Q ¢ R", 1 < p,q < oo, % + % =1ve ¢ € LP(Q),
Y € L) olsun. Bu durumda, ¢¢» € L*(€2) olur ve

| tovlaa < ( / |¢|pdx)1/p ( / |¢|‘de>1/q

esitsizligi gecerlidir (Evans, 2002).

Tamm 3.3.1. Bir f : R" — R fonksiyonu her xz,y € R" ve her bir 0 < 7 < 1 i¢in,

flry+ 1 =7)z) > 7f(y) + (1 —7)f(x)
sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona konkav fonsiyon denir.

Teorem 3.6. (Jensen Esitsizligi) f : R — R fonksiyonu konkav olsun. {2 C R" bolgesi

acik ve sonlu Lebesgue Ol¢limiine sahip olmak iizere, g : {2 — R fonksiyonu igin,
i Lo < s (g [aan)

—on °cg)ap = —a [ 9ap

n(€) Jo n(€) Jo

esitsizligi saglanir. Burada ;1 Lebesgue ol¢iisiidiir.

Teorem 3.7. Herhangi x,y € R"” icin,

(1) 1 <p<2ise,

- lyl*
|z +yP > |zP +plz|P 2z -y + c(p) ——F—— (3.2)
(lzl + Jyl)*=>
>i1) p > 2ise,
[+ yl” = [a” + plal 2y + e(p)lyl” (3.3)
esitsizlikleri, ¢(p) = 5= sabiti i¢in saglanir (Lindqvist, 1990).

Teorem 3.8. (Sobolev Esitsizligi) 1 < p < n ve p* = % olmak tizere, ¢ € C3°(R™)

i¢in,

1/p* 1/p
( \qﬁv’*dx) <c ( !W!”dw) (3.4)
R" R"
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olacak sekilde bir C' > 0 sayis1 vardir.
Teorem 3.9. (Young Esitsizligi) z,y € R, p > 1 ve % + % = 1 olmak iizere,

p q
p q

esitsizligi vardir (Evans, 2002).

Teorem 3.10. (¢’lu Young Esitsizligi) Egere > 0, z,y € R, p > 1 ve % + é = 1ise,

bu durumda,

lzy| < e|lz|” 4 c(e)|y|?

—q

esitsizligi gecerlidir. Burada, c(¢) = (ep) » ¢! dir.
3.3.1. Sobolev tipi esitsizlikler

Bu boliimde, besinci ve altinci boliimlerde yer alan teoremlerin ispatlarinda kullanilacak

olan Sobolev tipi esitsizlikler verilecektir.

R™ Oklid uzayinda saglanan (3.4) Sobolev esitsizliginin, Oklid uzayinda yapilan
analizlerde ve kismi diferansiyel denklemlerin c¢oziimlerinin incelenmesindeki
rolii olduk¢a onemlidir. Ancak genel bir manifold i¢in bu esitsizlik saglanmayabilir.
Aslinda Sobolev esitsizligi, manifoldun geometrisi ile ilgilidir. Bu yilizden geometrik
kosul olarak kabul edilmektedir. M/ Riemann manifoldunun parabolik olmamasi
(nonparabolicity) olarak bilinen bu geometrik kosul, M iizerinde Laplace Beltrami
operatorii i¢in sonlu (minimal) bir pozitif Green fonksiyonunun varlig1 olarak ifade
edilmektedir. Sobolev esitsizliklerinin Riemann manifoldu tizerindeki gecerliligi ile

ilgili detayl bilgi icin (Saloff-Coste, 2001; Hebey, 2000) kaynaklarina bakilabilir.

n- boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldu iizerinde, 1 < p < n ve p* = 2 olmak
tizere, her ¢ € C§°(M) igin,

1

(/M|¢!p*dvg>p* < CM</M!vg¢|pdvg);’ (3.5)

olacak sekilde bir C,; > 0 sayis1 varsa, Oklid tipi L” Sobolev esitsizligi saglanmaktadir.
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Benzer sekilde, her ¢ € C§°(M) igin,

n—2

(/ yqjy%dvg)T < CM/ IV, 6[2dv, (3.6)
M M

olacak sekilde bir Cy; > 0 say1s1 varsa, Oklid tipi L? Sobolev esitsizliginin saglandig
goriilmektedir. Bu tez ¢calismasinda ele alinan €2 bolgesi sinirli ve Q (2 nin kapanisi) da

kompakt bir kiime oldugundan Oklid tipi Sobolev esitsizligi saglanmaktadir.
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4. HIPERBOLIK UZAY

Hiperbolik geometri, on dokuzuncu yiizyilin ilk yarisinda, Oklid’in geometri igin
kurmus oldugu aksiyomlarin temellerini anlama girigsimleri sirasinda ortaya ¢ikmustir.
Bu geometri Oklid-olmayan geometrilerden biridir ve Oklidin aksiyomlarindan
Paralellik postulatin1 saglamamaktadir. Einstein ve Minkowski, Oklid-olmayan geometri

ile, fiziksel zaman ve uzay icin geometrik temeller bulmuglardir.

Hiperbolik uzay H", n > 2 olmak iizere, sabit egriligi —1 olan tam, basit baglantil1 bir
Riemann manifoldudur. Hiperbolik uzayin siniri, H" in sonsuzunda olan noktalardan
olusur ve OH" ile gosterilir. n— boyutlu hiperbolik uzay icin farkli modeller vardir: Ust
yar1 diizlem modeli, Poincaré yuvar modeli, Klein modeli, hiperboloid modeli. Oklid
uzayinin bagka alt uzaylarinda tanimli olan bu modellerin her biri izometrik olarak
birbirine diffeomorfiktir. Detayl1 bilgi i¢in (Benedetti ve Petronio, 1992; Anderson,
2005; Ratcliffe, 2006) kaynaklarina bakilabilir.

Oklid uzayinin (n + 1) boyutlu,

H" :={z e R"al 4+ - + _xiﬂ = —1L2p41 > 0}

n

alt kiimesini ele alalim. Burada metrik,

dg(x,y) = arccosh(—z1y; — -+ — Tp¥Yn + Tn1Ynt1)

olarak tanimlanir. (H", dy) metrik uzay, hiperbolik uzay H" in hiperboloid modeli
olarak adlandirilir. Bu yiizeyin bir diizleme izdiistimii ile ¢esitli modeller olusturulabilir.

Bu tez calismasinda hiperbolik uzay H"’in, Poincaré yuvar modeli B" kullanilacaktir.
Simdi,

B" :={z € R"||z| < 1}

Oklid birim yuvarini ele alalim.

¢:H" — B"

x1 L
T s
(1 + Tpta 1 +5L’n+1)

stereografik izdiistimii, " i uyumlu olarak B" e esler. Burada geometri ¢cemberin i¢inde
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kalan noktalardan olugmaktadir. Bu izdiigiimiin en 6nemli 6zelligi, agilar1 ve ¢cemberleri
korumasidir. v, B™ de hiperbolik bir jeodezik ve a € B", ~y lizerinde olmayan bir nokta
ise, o halde v ile kesismeyen ve dolayisiyla v ya paralel olan sonsuz sayida jeodezik

vardir.

Oklid birim yuvar1 B" de, x1, 2o, . . ., x,, kartezyen koordinatlari ile hiperbolik metrik,

p(z) = ﬁ olmak iizere,
2
gsn = P~ (T)grn

ile verilmektedir. Burada |z| = X7, 22 ve grn = (dx1)?+ (dzo)? +- - -+ (dx,,)* metrigi,
Oklid metrigidir. » = |z| olmak iizere,

2
ds = ———|dzx| := w(r)dx

1 —[zf?

seklinde de ifade edilebilir. Burada, {pdx;}! ,, B" de (1, xs,. .., x,) teet uzayinin

1.0 \n

532, 1 ie1 dir. Bu metrik ile

ortonormal bir bazini verir. Kargilik gelen dual baz ise, {
tanimli1 B” yuvarina hiperbolik uzayin Poincaré yuvar modeli adi verilir. Bu modelde

hiperbolik gradyant ve Laplace Beltrami operatorii,

\Y%
Vi = 0
p
ve
1 0 0 Cna 9
- ig ~ v — n n
Agn ¢ N <\/§g axi> p"div(p" V)

biciminde tammlanmaktadir. Burada V Oklidyen gradyanti, div Oklidyen diverjansi
belirtmektedir.

x,y € B" olmak iizere, Poincaré yuvar modelinde uzaklik,

2z — yl*
dyn (x,y) = arccosh <1 +
(1= [z[)(1 = [y[?)

formiilii ile hesaplanir. O halde x € B" noktasinin orijine olan uzaklig:

1 2
p(z) := dgn (0, ) = arccosh (1 i_ :?P)
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olur. arccoshx = In(z + v/2? — 1) oldugundan,

1
p(x) = 2arctanh |z| = log (1 i :xD
— |

ifadesi elde edilir. Boylece, d(x) := log Gf—m) uzaklik fonksiyonu i¢in asagida verilen

iki baginti elde edilir:

-1
|VHnd| =1 ve AHnd Z n d .

Jeodezik koordinatlarda uzaklik fonksiyonu,

o2 1+7r
_ ds — 1
p(z) /0 1—s2 o Og(l—r)

dir. Buradan,

iliskisi elde edilir.

Hiperbolik hacim elemant, g = det(g;;) olmak iizere,

2n 2 "
dv = /gdzx = p"(z)dx = de = (—> " tdrdo

dir. Burada dx, B" de Lebesgue olciisiinii ve df), S*~! iizerinde normalize yiizey

Olciisiinii ifade etmektedir. Buna gore,
dv = w"(r)r"*drdf

ifadesinde,

dp

r:tanhg, dr = ————
2 2 cosh”(%)
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veE

2 2 p
1—r2 1-— (tanh?%)? (cos 2)

w(r)
esitlikleri yerine yazildiginda, jeodezik polar koordinatlarda hacim elemani dv,

n Pyan Pyn—1 dp
dv =2 h —)“"(tanh = ————df
v (cos 2) (tan 2) 2 cosh?(2)
_ on—1 P n—1/_: P n—1
= 2""*(cosh 5) (sinh 5) dpdf
= (sinh p)" " 'dpdf
seklinde elde edilir. Bu durumda, f € L'(H") fonksiyonu i¢in polar koordinatlarda

integrasyon formiili,

/ o= /0 N ( 1 9>d9) (sinh p)"dp

ile verilir.

Q' Cc H" ve Q C B;(0) C R" bolgesi ' bolgesinin Oklid koordinatlarina karsilik

gelsin. O halde Dirichlet integrali,
Voo = [ Vo s
o Q

olarak yazilir. Burada Vg = 1’27"2V ve |V d|? = (Vi d, Ve @) carpimu, (-, -) ile

verilen metrige gore i¢ ¢arpimdir.

B" de, 0 merkezli ve R € (0, 00) yarigapli hiperbolik yuvar,
Br(0) = {z € B"|du~(0,z) < R}

ile ifade edilir. Burada B(0), aym zamanda 0 merkezli ve S = tanh £ € (0,1)

yaricapli Oklid yuvaridir. B hiperbolik yuvarm hacmi,

R
Vol(Bg) = nwn/ (sinh p)"dp
0

olarak hesaplanir. Burada w,,, n—boyutlu Oklidyen birim yuvarinin hacmini ifade
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etmektedir. Hacim integrali i¢in,
R
Vol(Bg) = nwn/ (sinh p)""'dp < w,(sinh R)"
0

yaklagimi yapilabilir.
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5. HIZLI YAYINIM TiPi DENKLEM ve UYGULAMALARI

5.1. Hizh Yaymnim Tipi Denklem

Bu boliimde, asagida verilen hizli yayinim tipi denklemin pozitif ¢dziimiiniin varlig1

incelenecektir.

(

B — Ng(u™) + V(z)u™ +du? , Qx(0,7),

u(z,0) = ug(x) >0 Q (5.1

) )

u(z,t) =0 , 092 x(0,7).

\

Burada ) bolgesi, kompakt olmayan bir tam )M Riemann manifoldunda diizgiin bir
sinira sahip, sinirht bir bolge olmak iizere, 0 < m < 1,V € L} (Q),q >0ve A € R

loc
dir.

Pozitif coziimler asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

Tamm 5.1.1. X’ nin disinda kalan, siirekli yerel pozitif u ¢oziimleri agagidaki ozellikleri

saglamaktadir.

(1) IC, Q bolgesinde Lebesgue olciimii sifir olan kapali bir alt kiime,
(i) w:[0,T) — L'(Q) fonksiyonu, baz1 T > 0 degerleri i¢in siirekli,
(iii) (z,t) — u(z,t) € C((Q\K) x (0,7)),

(iv) (2\K) x (0,T) bolgesi iizerinde u(z,t) > 0,

(v) limy_ou(.,t) = uo,

(vi) u, (5.1) denkleminin ¢oziimii olmak iizere, Vu € L2 (2\ K).

loc

Uyar 5.1. Eger, 0 < a < b < T ve K,, Q2 \ K bolgesinin kompakt bir alt kiimesi ise,
bazie; > 0 ve (z,t) € IC, X [a,b] i¢in u(x,t) > € > 0 olur. (iii) ve (iv) ifadeleri su

sekilde zayiflatilabilir:

(iil)” w(z,t) pozitif ve (2 '\ K) x (0,7") bolgesi iizerinde yerel olarak sinirli,

@iv)’ u(i 5 (2\ K) x (0,T) bdlgesi lizerinde yerel olarak simrhidr.
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Eger u ¢oziimii (1), (i), (iii)’, (iv)’, (v), ve (vi) ifadelerini saglhyorsa, K’ nin disinda kalan
genellestirilmis yerel pozitif ¢oziim olarak adlandirilir. Bu ifade, K’ nin disinda kalan,
yerel pozitif siirekli ¢oziimlerden daha geneldir. Eger X = () ise, u ¢6ziimii basitge,

genellestirilmis pozitif yerel ¢oziim olarak adlandirilir.

Bu boliimiin ana teoremini vermeden Once, teoremin ispatinda kullanilacak olan
onerme ispati ile verilecektir. Bu 6nermenin ispatinda Holder ve Sobolev esitsizlikleri

kullanilmugtir.

Onerme 5.1. M, boyutu n > 3 olan tam, kompakt olmayan bir Riemann manifoldu ve
Q bolgesi, M de diizgiin siira sahip smurli bir bolge olsun. a € L2 () ve ¢ € C5°(9)

olmak iizere, her ¢ > 0 icin,

[ alofas,| <

esitsizligini saglayan bir C'(¢, a) pozitif sayis1 vardir.

T / IV ,6|%dv, + Cle,a /|¢]2dvg (5.2)

Kanit. Hemen hemen her = € Q ve k£ > 1 i¢in (ay)>1 dizisi agx(x) := min {a(z), k}
olarak tanimlansimn. O halde,

k—s o0 icin a,—a ve ae€LV*Q) (5.3)
oldugu goriilebilir. Bu durumda,

’/ a\¢\2dvg
Q

esitsizligine ulagilir. (5.4) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terime, n/(n — 2) ve n/2

§/\a—ak|\q§|2dvg+k/|¢\2dvg (5.4)
Q Q

eslenik kuvvetlerle Holder esitsizligi uygulandiginda,

2 n—2
’/a\¢|2dvg < (/\a—ak|3dvg)"</|¢|32dv9> " —|—k’/|<b|2dvg
Q Q Q Q

ifadesi elde edilir. Burada () bolgesi sinirli oldugundan, (3.6) denkleminde verilen

Sobolev esitsizligi bu bolgede gegerlidir. Boylece,
2
| [ alofan,| < ([ la= i) (c [ 9,0Pdn) + [ lopas,
Q Q Q Q

yazilabilir. (5.3) ile ifade edilen limit sayesinde, verilen her € € (0, 1) i¢in,

30



/ |(I—Clk| d’l)g W

esitsizligini saglayan k(e) > 1 ve bir C' > 0 sabiti vardir. Son olarak k& = k(¢) alinmasi

ile istenilen (5.2) esitsizligi elde edilir.
Simdi bu boliimiin ana teoremi ispati ile verilecektir.

Teorem 5.1. M, boyutu n > 3 olan tam, kompakt olmayan bir Riemann manifoldu
ve (2 bolgesi, M de diizgiin sinira sahip sinirli bir bolge olmak iizere, ”—_2 <m <1,
m<q<2+m\eRveV(z)e L (Q\K) olsun. Burada K, Q bdlgesinde

Lebesgue Olclimii sifir olan kapali bir alt kiimedir. Verilen € > 0 icin, eger

V,0|2dv, — [ (1 —€)V|o|*d
(1= V.0 e JolVoolds = JoA = OVIePdv, = s o
0£6€CE () Jo l612dv,

ise, (5.1) probleminin K’nin diginda kalan genellestirilmis yerel pozitif ¢6ziimii yoktur.

Kamt. Herhangi T > 0 i¢in, u : [0,7) — LY(Q), (2 \ K) x (0,T) bolgesinde,
uo > 0 fakat sifira esit olmayan, (5.1) probleminin bir genellestirilmis yerel pozitif
¢Ozlimii olsun.

(5.1) denkleminin her iki tarafi, ¢ € C5°(Q \ K) olmak iizere, ¢* /u™ test fonksiyonu

ile carpilip €2 lizerinde integre edilirse,

1 d /Q u R () dv, = /Q (A u™ )f—deg /Q V(2)¢” (x)dvg

1—mdt (5.6)
—i—)\/uqmqﬁz(m‘)dvg
Q
elde edilir. Diverjans teoremi yardimiyla,
1 d 2
——/ul_mgbz(x)dvg :/( 29 —1Vy u|2—2m¢v u - Vy0)dv,
+ / V(2)¢*(x)dv, + / Mt "¢ dv,
Q Q
bulunur. (5.7) esitliginin sag tarafindaki ilk terimin kare ac¢ilimindan,
o o b
(m |Vgu] 2m Vu-V,o)dv, > ]Vg¢| dv, (5.8)
Q
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oldugu agiktir. Simdi (5.8) denklemi, (5.7) denkleminde yerine yazilirsa,

2 2 1 d 1-m ;2
/QV(:U)QS (x)dvg—/Q|Vg¢| dv, §ma Qu ¢~ (z)dv,

(5.9)
- )\/ uI™"? (z)dv,
Q
sonucunu verir. Son ifade ¢; den ¢5 ye (0 < ¢; < t5 < T) integre edildiginde,
/ V(2)¢*(x)dv, — / |V, 6[°dv, < L+ R (5.10)
Q Q

bulunur. Burada

L= ! ] /Q (ulfm(x,tg) - ulfm(a:,tl))ng(:U)dvg

(1 — m)(tz — tl

ve

to
R=-\ / / u?™"(z, t)$* () dv,dt
t1 Q
dir. u*=™, u nun bir konkav fonksiyonu oldugundan, Jensen esitsizligi yardimu ile
ul "™z, t;) € L*(Q)

oldugu goriiliir. Simdi (5.6) denklemindeki son terimi inceleyelim.

F(z):= —)\/t2 ul™™(x, t)dt

t1

olarak tanimlansin. Jensen esitsizligi uygulandiginda

F(z) € L"2(Q)

oldugu goriiliir. Onerme 5.1 yardimiyla,

€

L <
+ R < =9

/Q|Vggb]2dvg—i-0(6,a,/\,q, Q)/ngﬁ2dvg (5.11)

ifadesine ulasilir. Burada ¢ nin reel oldugunu varsayalim. (5.11) denklemi (5.10)
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denkleminde yerine yazildiginda,

| v, - [ 19,0Pd < [ 9,0Pd,

(5.12)
+ C(e,a, N, q, Q)/gf)deg
Q

oldugu goriiliir. (5.12) denklemi,

/ IV ,6|*dv, — /(1 — )V (z)¢*(z)dvy, > —(1 — €)C(e, a, A,q,Q)/¢2dug (5.13)
Q Q Q

seklinde yeniden yazilabilir. Dolayisiyla,

g fﬂ |V ,9|?dv, — fﬂ(l — )V (x)¢*dv,
0£pCE (\K) Jq #*dvy

> —00

olur. Bu ise Teorem 5.1°de verilen varsayimlar ile celigir. O halde, istenen kosullar

altinda (5.1) probleminin pozitif bir ¢6ziimii yoktur.

5.2. Teorem 5.1’in Uygulamalari

Keskin sabitli Hardy ve Leray tipi esitsizlikler, Teorem 5.1 in uygulamalarinda
kullanilmak iizere bize somut potansiyeller vermektedir. Bu boliimdeki uygulamalar
hiperbolik uzay H"’in bir 2 bolgesinde verilecektir.

Ik olarak ¢ > 0 olmak iizere, Vj; = p% Hardy potansiyelini ele alalim.

Sonug¢ 5.1. n > 3 ve 0 € 2 olmak iizere €2, H" iizerinde 0f2 diizgiin sinirina sahip
sinirl bir bolge, Cy = (”7_2)2 veV = ;% olsun. Eger ¢ > Cy ve "T_Q < m < 1ise,

(5.1) probleminin K = {0} diginda kalan genellestirilmis yerel pozitif ¢ziimii yoktur.

Kanit. Daha 6nce de belirtildigi gibi gostermemiz gereken,

Vi o2dv — [, L2 6)2dw
fQ’ H¢| fQ p ’¢‘ (5.14)

w((1—V)=  inf
(1 = V) 02605 (\K) Jo lo[2dv

ifadesinin —oo oldugudur.

e > 0 olmak iizere, radyal ¢(x) = (p) fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:
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€2 p , 0<p<e
p(%52) , e<p<l,
P(x) = @(p) = (5.15)
2_p ) 1§p<27
0 , p=2

O halde, ¢(z) fonksiyonunun tiirevi,

;

e , O0<p<e,
(222%™, e<p<l,
Ving(z)? =3 (5.16)
1 , 1< p<?2,
0 , p>2

\

seklindedir. Genelligi bozmadan, B, = {x € H" | p < 2} C 2 oldugunu varsayalim.
Aksi halde, ¢ fonksiyonunun son iki satirindaki 2 yerine R yazilarak (5.15) denklemi,
Br C  olacak sekilde yeniden tanimlanir. Bu tanimlama ile, ispatin devaminda
yalnizca notasyonel degisiklikler olacaktir.

(2 bolgesi lizerinde, (5.16) integralinin jeodezik polar koordinatlarda

/|VHn¢|2dv —nwn</ e "(sinh p)" " tdp
Q 0

! n—2 2 —n(.; n—1
+ [ ( i )2 p " (sinh p)" " dp (5.17)

2
+/ (sinhp)”_ldp>
1

oldugu kolayca goriilebilir. Benzer sekilde,

2 €
(1—6)0/ @dvzc(l—e)nwn</ € "(sinh p)" tdp
Qp 0
1
+ / p~"(sinh p)"tdp (5.18)
2 2—pig, . -1
+ | (E=2)2(sinh p)"ld
[ =L sinh )

olarak hesaplanir. (5.17) ve (5.18) denklemlerinden, gostermek istedigimiz (5.14)

ifadesinde yer alan spektrumun payinda bulunan ifade,
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/|VHn¢\ dv — /( ) |p|*dv —nwnA/O (sinh p)" 'dp

1
+nwnB/ p~"(sinh p)" " tdp
‘ (5.19)

2
+nwn/ (sinh p)" tdp
1

2 2— P2y . n—1
+ nw,C (T) (sinh p)"“dp
1

olur. Burada A = ¢ (1 — ¢(1 —¢)), B = (%52)* — ¢(1 — ¢) ve C' = —¢(1 — ) dir.

(5.19) denkleminde, esitligin saginda bulunan birinci, iigiincii ve dordiincii integrallar

sonlu degere sahiptir. Boylece, C > 0 olmak iizere,

1
/|VHn¢\ dv / (1= b dv:nwnB/ p "(sinh p)"tdp + C (5.20)

yazilabilir.

Diger taraftan, sinh p > p bagintis1 kullanilarak,

/|¢|2dv:/ - 2dv+/ 2_”dv+/ (2= p)2dv
Q B:\B. B,\B:

"(sinh p)" " tdp

/ (5.21)
v [

I\/

:nwn 5

integrali alttan sinirlanabilir. (5.20) ve (5.21) denklemleri Rayleigh oraninda yerine

yazildiginda,
o _ dalVardldy — J; S59gfdv
Jq @*dv
nwn<((72) —c(l—¢ )f p~"(sinh p)"~ 1dp> +C

= —e2
nwnlze

elde edilir. Burada (%52)? — ¢ < 0 ve p € [0,1] i¢in p < sinhp < 2p baZntisi
kullanilirsa,
1
lim [ p "(sinhp)" 'dp = +o0
e—0

sonucu ortaya ¢ikar. Boylece, yeterince kiigiik € > 0 i¢in,
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o Ja Vol — L5 )2 dw
0£6€C5= (\{0)) Jo [62dv

bulunur. Sonug 5.1 in ispat1 bdylece tamamlanmis olur.

Simdi ise, « > 0 ve § € R\ {0} olmak iizere, Vy = - Hardy potansiyelini
Vose = /%sin(p%) salimmmli potansiyeli ile pertiirbe edelim. Bu potansiyel, isaret
degistiren potansiyelin en somut 6rnegidir. Salinim yapan potansiyelin ¢ok genis
pozitif ve negatif kistmlar1 vardir. Cokg¢a salimim yaptigindan, kuadratik formda
pozitif ve negatif kisimlarda sadelesme gerceklesmektedir. Boylece, pozitif ¢ozlimlerin

yoklugunun yalnizca c sabitine bagli oldugu sonucu bulunmustur.

Sonug 5.2. n > 3 ve 0 € 2 olmak iizere €2, H" iizerinde 0f2 diizgiin sinirina sahip
sinirlt bir bolge, Cy = (25%)?vec > 0,a > 0ve f € R\ {0} i¢in V = =+ % sin(p%)
olsun. Eger ¢ > Cy ve ”T’z < m < 1ise, (5.1) probleminin X = {0} diginda kalan

genellestirilmis yerel pozitif ¢coziimii yoktur.

Kanit. Sonug 5.1 de kullanilmis olan test fonksiyonu kullanilarak,

. Jo [Vuno|?dv — [,(1 —¢€) <p% + /% sin p%) d*dv
Oinf := in
T osecr @) [, 6*dv (5.22)

= —00

oldugu gosterilecektir. Tlgili integrallerin ¢ogu Sonug 5.1 de hesaplanmustir. C>0ve

B = (%52)? — ¢(1 — ¢) olmak iizere,

— 1 ~
/ |Vian |2 —/ (1 p2€>c]¢|2dv - nwnB/ p~"(sinh p)""Ldp + C (5.23)
Q Q €

ve

/ |p|*dv > nw,
Q

oldugu 6nceki ispatta hesaplanmigtir. Simdi ise hesaplanmasi gereken,

1—¢€2

(5.24)

1 €
I= %5in—¢2dv = ﬁnwn[/ € "(sin p~*)(sinh p)" " tdp
mn P° - p° 0

1
+/ p~"(sin p~*)(sinh p)" " 'dp

2 2 2
+/ (; — 1) (sin p~*)(sinh p)"'dp
1

36



integralidir.
A= e_”/ (sin p~*)(sinh p)"*dp,
v
B= / p~" (sin p=*)(sinh p)" "' dp,
62 ) )
C= / (— — 1) (sin p~*)(sinh p)" 'dp
1 \P
olsun. O halde

1| < Bnw,(JA] + |B] + |C)) (5.25)

olacaktir. Simdi sirasiyla A, B ve C' integrallerinin yakinsak olduklari gosterilmelidir.

p Y = svedp = —isilafads degisken doniisiimii uygulanip, p < sinhp < 2p
bagntist kullanilirsa (p" 1 < (sinh p)"~! < (2p)"™1), n > 3 ve a > 0 i¢in, A integrali

—a

€ —Nn 1 et
|A| < e_”2"_1/ ITSins(——)s = ds
o0 @ (5.26)
E_n2n_1 /Oo —Nn—« .
= s~ « sinsds
« o

seklinde yazilabilir. Burada g;(s) = s~ olsun. Bu fonksiyon icin 0 < ¢;(s) €
Cle™®, oo] ve azalan oldugu agiktir. Simdi, R > ¢~ verilsin. O halde, m ve n tek bir
deger alabilen pozitif tamsayilar oldugunda, m(n — 1)r < e * < mrw < nm < R <

(n + 1)m olur. O halde A integrali

R mm n—1 (k+1)m
/ g1(s)sin sds = / g1(s)sin sds + Z / g1(s) sin sds
< < h=m kT (5.27)

R
+ / g1(s) sin sds

™

seklinde yazilabilir. (5.27) ifadesinin sag tarafindaki en son integrali ele alalim. m degeri
sabit kaldiginda, R ve dolayisiyla n degerleri sonsuz olsun. g; (x) fonksiyonu azalan
oldugundan maksimum degerini [n7, R] araliinda s = nr de alir: g, (nm). Ayrica
R < (n + 1)7 oldugundan aralik genisletilebilir ve

(n+1)m
< gl(mr)/ | sin s|ds

™

R
/ g1(s) sin sds

T

yazilabilir. Sag taraftaki integralin degeri 2 oldugundan
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(n+1)w
< gl(mr)/ |sin s|ds = 2g;(nm) — 0

™

R
/ g1(s) sin sds

™

olur ve limg_,, g1(s) = 0 oldugundan,

R
/ g1(s)sinsds — 0

vy

bulunur. Simdi zz;ln ,ff_“h g1(s) sin sds toplaminin yakinsadigin1 gostermeliyiz.

sin(s) fonsiyonunun k7 < s < (k + 1)m araliginda isaret degistirmedigini biliyoruz.

(k+1)m (k+1)r
/ g1(s) sin sds —/ g1(s)| sin s|ds
k k

m s

by =

diyelim. Ac¢ikea,

(k+1)m (k+1)m
|sin s|ds < by, < gl(lmr)/ | sin s|ds

km

ail(h+ 1) |

km

yazilabilir. Boylece 2¢g; (k) < bx—1 < 2¢;((k+1)7) oldugu goriiliir. Bu esitsizliklerden
0 < b < bg_1 < 2¢1((k + 1)7) sonucuna varilir. Dolayisiyla by, artmayan bir dizidir

ve limy_, b = 0. Alterne seriler iizerine Leibniz teoreminden,

00 (k+1)m o
Z/ g1(s)sin sds = Z(—l)kbk
k=m kT k=m
serisi yakinsaktir ve

S (k+1)m

Z/ g1(s) sin sds| < 2g;(mm),
k=m km

yazilir. g; (mm) < g1(e~%) oldugu bilindiginden,

S (k+1)m
Z / g1(s) sin sds
km

—n—ao

<291(e %) =2(e ) "a =2 (5.28)

k=m

bulunur. Simdi, (5.27) denkleminin sagindaki ilk integral terimi i¢in

/ g1(s) sin sds

—Q

mm

< gl(e_o‘)/ | sin s|ds < gl(e_a)/ | sin s|ds
e~ (m—-1)7 (529)

=2g1(e7%) = 2"

seklinde hesaplama yapilabilir. (5.28) ve (5.29) kullanilarak, A integrali i¢in,
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n+1€oz

e— 0" igin A< (1+0(1)) (5.30)

«

bulunur.

B integralinin hesaplanmasi icin degisken doniisiimii ile

2n—1 e«
B = s 1 sin sds
« 1

yazilsin. Burada go(s) = s~! olsun. Bu fonksiyon, 0 < gy(s) € C[1, ¢ “] araliginda
tanimli, pozitif ve azalan bir fonksiyondur. O halde A integralinde oldugu gibi n,

nm < € * < (n+ 1)7 olmak iizere, B integralini

gn—1 7r n=1  a(k+1)m
B = [/ g2(s) sinsds+2/ g2(s) sin sds
a
! k=1 7FT (5.31)

—a

+ / g2(s) sin sds}

™

seklinde yazabiliriz. (5.31) integralindeki ikinci terim alterne seri oldugundan, alterne

seri kriteri kullanilarak,

n

2
€= 0" igin B < (1+0(1)) (5.32)

elde edilir.

Son olarak, p"~! < (sinh p)"~! < (2p)"! bagmtisim da kullanarak,

2 2 2 2 2 2
C = / (— - 1) sin p~*(sinh p)" dp < 2"1/ <— — 1> sinp~®p" tdp
1 \P 1 \P

2

2 2
=on1 [4/ "3 sin p~%dp — 4/ P2 sinp “dp + / p"Lsin p~“dp
1 1 1
integrali i¢in bir st sinir,

O] <2771 [4(2"7%) + 42" 2) + 27 1] =27 (5.33)

seklinde bulunur. (5.30), (5.32) ve (5.33) sonuglar1 (5.25) ifadesinde yerine yazildiinda,
e — 07 icin,

2n+1 « on
© 4 =+ 27| (1+0(1)) (5.34)

I <w,n

olarak bulunur. Son olarak, (5.23), (5.24) ve (5.34) denklemlerinde elde edilen ifadeler

(5.22) de verilen Rayleigh oraninda yerine yazildiginda,
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Cy = <7nun {Qntjea +—2f-+—22”] (1-+-0(1))>

«

olmak iizere,

e (252" (1 = 9) J['p"(sinh )" 'dp) + € = 5C,

2
NWn1—c

R <

(5.35)

oldugu goriiliir. ¢ — 07 igin limit alindi§inda (5.35) ifadesinin sag tarafi negatif olur ve

biiyiir. Yani

_ inf Jo Vg Pdv — [ (1 —¢) (f% + p% sin pl_“> ¢*dv
T Gzoecr @) [, o*dv

= —00

olur. Sonug 5.2 ispat1 boylece tamamlanmig olur.

Son olarak hem orijinde hem de 0B, sinirinda singiileriteye sahip V|, = m Leray
P

potansiyeli ele alinacaktir. Bu potansiyel yedinci boliimde elde edilen Sonug (7.2) de

p = 2 alindiginda elde edilmektedir.

Sonug¢ 5.3. n > 3 olmak iizere, B, H" {izerinde birim hiperbolik yuvar olmak iizere,

C, = %, V = > ve ¢ > 0 olsun. O halde, ¢ > C, ve "7_2 < m < 1 oldugunda,

< ___
2 1
p?(In =)

(5.1) probleminin I = {0} U 0B in diginda kalan pozitif ¢oziimii yoktur.

Kanit. € > 0 olmak iizere, radyal ¢(x) = ¢(p) fonksiyonu,

1 , 0<p<y,
o(x) = p(p) = Lie
(mi)* , L<p<t

olarak tanimlansin. O halde ¢(z) fonksiyonunun tiirevi,

, 0 , 0<p<i,
|Venp(z)]* = (5.36)

(H)Q(m%)“lpi2 , T<p<l1

oldugu kolayca goriiliir. (5.36) ifadesi B, iizerinde integre edildiginde,

1+ o1 1. _
/ Vi ¢|2dv = naw, ( 6)2/ (ln—)e_l—z(smhp)” Ydp (5.37)
B 2 Loopp

1
e

elde edilir. Benzer sekilde,
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1 2
c 9 e 1 1, . 1
——|p|°dv —nwnc/ (ln —> — (sinh p)"~d
/]31 p2(ln %)2|¢| 0 p p2( p) p

o (5.38)
+ nwnc/ (In —)“' = (sinh p)"~'dp
1 p

p

oldugu agiktir. (5.38) esitliinin sag tarafindaki ilk integral yakinsak oldugundan,

(1 > 0 olmak tizere,

1
c 9 1..,1, . 1
————|¢|°dv = nw, In =)' = (sinh p)"""dp+ C .
/B1 p2(ln%)2|¢| v = nw C/i (np) pQ(Sln p)" dp+ Cy (5.39)

yazilabilir. Diger taraftan,

1
/ ]¢|2dv—/ dv+/ (In 2y do
B B, B:1\B: P

> Vol(B1) = C, > 0.

(5.40)

integralinin de yakinsak oldugu goriilmektedir.

(5.37), (5.39) ve (5.40) integralleri Rayleigh oraninda yerine yazildi§inda,

- Jo, [VandlPdv = [, St loPdv
a s, loPdv
nwn ((1-;)2 —c+ ce)> S0 )= L (sinb )" dp + Cy

Cy

(5.41)

<

bulunur. (5.41) ifadesindeki integralde p € [0, 1] i¢in p < sinh p < 2p oldugundan,

1
z = In(—) degisken doniigiimii ile
)

1 1
I ::/ (In —)Elp"3dp:/ 21z,
1 P 0

olur. Burada e — 0 i¢in

2—n

1> — 00

€

elde edilir. Yeterince kiigiik € > 0 i¢in (££<)? — ¢ 4 ce < 0 oldugundan,

limR = —o0
e—0

sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanr.
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6. p-LAPLASYAN TiPi DENKLEM ve UYYGULAMALARI

6.1. p-Laplasyan Tipi Denklem

Bu boliimde asagida verilen lineer olmayan parabolik kismi diferansiyel denklemin
kompakt olmayan A Riemann manifoldu iizerinde pozitif ¢oziimlerinin yoklugu

incelenecektir.

4

% =A,u+V(ur b+t Qx(0,7),
u(z,0) = up(z) >0 . Q, (6.1)

u(z,t) =0 , 0 x(0,7).

\

Burada €2 bolgesi, M de diizgiin sinira sahip sinirli bir bolge olmak iizere, 1 < p < 2,

VeLL@),q>0,X€eR, ve A, M iizerinde p-Laplasyan operatoriidiir.
Pozitif ¢coziimler asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

Tanim 6.1.1. X’ nin disinda kalan, siirekli yerel pozitif u ¢oziimleri asagidaki ozellikleri

saglamaktadir.

(1) K, Q2 bolgesinde Lebesgue ol¢iimii sifir olan kapali bir alt kiime,
(i) w:[0,T) — L'(Q) fonksiyonu, bazi T > 0 degerleri i¢in siirekli,
(i) (x,t) — u(x,t) € C((Q\K) x (0,T)),

(iv) (2\ K) x (0,T) bolgesi tizerinde u(zx,t) > 0,

(v) limy_,ou(.,t) = uo,

(vi) u, (6.1) denkleminin ¢oziimii olmak iizere, Vu € L2 (Q\ K).

loc

Uyan 6.1. Eger, 0 < a < b < T ve K, 2\ K bolgesinin kompakt bir alt kiimesi ise,
bazi e, > 0 ve (z,t) € IC, X [a,b] i¢in u(x,t) > € > 0 olur. (iii) ve (iv) ifadeleri su

sekilde zayiflatilabilir:

(iil)” u(z,t) pozitif ve (2 \ K) x (0, 7T) bolgesi iizerinde yerel olarak sinirli,

(@iv)’ u(i 5 (2\ K) x (0,T) bdlgesi iizerinde yerel olarak simrlidr.
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Eger u ¢oziimii (1), (i), (iii)’, (iv)’, (v), ve (vi) ifadelerini saglhyorsa, K’ nin disinda kalan
genellestirilmis yerel pozitif ¢oziim olarak adlandirilir. Bu ifade, K’ nin disinda kalan,
yerel pozitif siirekli ¢oziimlerden daha geneldir. Eger X = () ise, u ¢6ziimii basitge,

genellestirilmis pozitif yerel ¢oziim olarak adlandirilir.

Bu boliimiin ana teoremini vermeden Once, teoremin ispatinda kullanilacak olan
Onerme ispat1 ile verilecektir. Bu 6nermenin ispatinda Holder ve Sobolev esitsizlikleri

kullanilmagtr.

Onerme 6.1. )M, boyutu n > 2 olan tam, kompakt olmayan bir Riemann manifoldu ve
2 bolgesi, M de diizgiin sinira sahip sinirl bir bolge olsun. a(z) € L» (Q),l<p<n

ve ¢ € C°(Q2) olmak iizere, her € > 0 igin,

[ ataiopin, <

esitsizligini saglayan bir C'(¢, a) pozitif sayis1 vardir.

< 2 / |V y0[Pdv, + Cle / |p[Pdv, (6.2)

Kanit. Hemen hemen her = € Q ve k > 1 i¢in (ay)>1 dizisi agx(x) := min {a(z), k}

olarak tanimlansin. O halde,

k — oo igin||ax(z) — a(z)||pr — O (6.3)

oldugu goriilebilir. Bu durumda,

| awioras,

esitsizligine ulasilir. (6.4) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terime, nL_pve % eslenik

§/]a—ak|]¢|pdvg+k/|¢]pdvg. 6.4)
Q 0

kuvvetlerle Holder esitsizligi uygulandiginda,

‘/a|¢|pdvg < (/ |a—ak|2dvg>"(/ 6|75 dv,) 7 +l<:/ B[P duv,.
Q Q Q Q

ifadesi elde edilir. Burada €2 bolgesi sinirli oldugundan, (3.5) denkleminde verilen

Sobolev esitsizligi bu bolgede gecerlidir. Boylece,

(/Q|a—ak\;dvg E (Cp /|V ¢|pdvg) ~|—k/ |p|Pdv,

yazilabilir. (6.3) ile ifade edilen limit sayesinde, verilen her € € (0, 1) i¢in,

aloPdvg| <
Q
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/|a—(lk| dUg n_W

esitsizligini saglayan k(e) > 1 ve bir C' > 0 sabiti vardir. Son olarak & = k(€) alinmasi

ile istenilen (6.2) esitsizligi elde edilir.
Simdi bu boliimiin ana teoremi ispati ile verilecektir.

Teorem 6.1. ), boyutu n > 2 olan tam, kompakt olmayan bir Riemann manifoldu
ve () bolgesi, M de diizgiin sinira sahip sinirlt bir bolge olmak iizere, = < p < 2,
p—1l<qg<p+ErveV(z) e L, (Q\K) olsun. Burada K, 2 bdlgesmde Lebesgue
Olciimii sifir olan kapal bir alt kiimedir. Verilen € > 0 i¢in, eger

p

oP = inf fQ [V yolPdv, — fQ(l —€)V|p|Pdv, _
inf = =

6.5
02£6€CE° (A\K) o, |@|Pdu, ©

ise, (6.1) probleminin /' nin diginda kalan genellestirilmis yerel pozitif ¢6ziimii yoktur.

Kamt. Herhangi T > 0 igin, u : [0,T) — L'(Q2), (2 \ K) x (0,T) bolgesinde,
uo > 0 fakat sifira esit olmayan, (6.1) probleminin bir genellestirilmis yerel pozitif
¢Oziimii olsun.

(6.1) denkleminin her iki tarafi, ¢ € C5°(2\ K) olmak iizere, ¢ /uP~! test fonksiyonu

ile carpilip 2 iizerinde integre edilirse,

1 d
R Qu2’p|¢|”dvg —/leg (IVgulP—?v u) 0P ——dv,
(6.6)
+ [v@lopa, + [ 2o,
Q Q
elde edilir. Diverjans teoremi yardimiyla,
A= d1V (IVgulP—?v u) |¢| |V ulP~2(V u, V,( Ll )dv,  (6.7)
g o e gt Yo\l p1 g :
bulunur. (6.7) esitliginin sag tarafinin
917 |¢>| !
—[Voul" X (Vgu, Vo (- 57)) = = pIVgul™ = (Vgu, Vi [8])
|¢|
+ (- 1)F|Vg“|p
oldugu aciktir. Boylece
p—1
5= [ (0= 09 v, 9,00 i, 68
Q
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olmak tlizere,

A= [ divy (|Vaul/ V) ol
0 9 g |

> B (6.9)

elde edilmektedir.

Burada, p > 1 ve w; # wy iki pozitif reel say1 olsun olmak iizere

WP — wh — puwb N (wy — wy) >0

elemanter esitsizligini kullanalim. Bu esitsizlik,
(p — Dwh — pwh wy > —w?

olarak da yazilabilir. Burada, wy = %|Vgu] ve w; = |V ¢| alinarak, (6.8) esitsizliginde

yerine yazilirsa,
B > —/ |V ,0Pdv, (6.10)
Q

elde edilir. (6.10) ifadesi (6.9) de yerine yazildiginda

A= /dwg(|vguyp V) ( oF )dvg /\vgqsypdvg (6.11)
Q

esitsizliginin gerceklendigi goriiliir. (6.11) esitsizligi (6.6) esitliginde yerine yazilarak,
t; den ty ye (0 < t; < to < T') integre edildiginde,

1 pra: _UQ*PI Py
L= (2—p)(t2—t1)/9(u (z,12) (z,t1)) || dv,

Ve

to
R:—)\// w1 p|Pdtdo,
QJt

olmak iizere,

/ V(x)|pPdv, — / \Vy0|Pdvy < L+ R, (6.12)
Q Q

esitsizligi bulunur. Konkav fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi kullanilarak, == < p <
2 oldugundan,
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/ (ua 1)) 7 dvy < C(Vol()) / (ua, t)dv,) 7 < 00

Q

elde edilir. O halde

w7 (z,t;) € Lv (Q)

sonucuna varilir. (6.12) ifadesinin sag tarafindaki ikinci integrale,

to
F(z) := —)\/ u? Pt
t1

diyelim. Bu ifadeye Jensen esitsizligi uygulandiginda,

F(z,t) € L#(Q)

oldugu goriiliir. Onerme (3.5) yardimiyla,
€
< — Pd Pd
R s [ Vi, +co [ o,
€ p pd
g [ IVaeltn,+ o) [ o (613
€
= m /Q |Vg¢|pdvg + C(E) /Q |¢|deg
sonucuna ulagilir. (6.13) ifadesi (6.2) da yerine yazildiginda
€
L v@loras, [ 90pas, < = [ 1V,0rin,+ @) [ folran,
Q Q €Jo Q

olur. O halde,

inf fQ VolPdu, — fQ(l —€)V(z)|¢|Pdv, > —
02£6€C (Q\K) I, [¢lrdv, >

(1—¢)C(e) > —0

sonucuna varilir. Bu ise Teorem (6.1) de verilen varsayimlar ile ¢elisir. O halde, istenen

kosullar altinda (6.1) probleminin pozitif bir ¢oziimii yoktur.

Uyar1 6.2. (6.1) probleminin pozitif ¢oziimlerinin varliginin varsayimi,
[ 19 =9 [ Vilerds - (- oC(e.ara.Vol(@) [ foPas
Q Q Q

seklinde Hardy tipi bir esitsizligin varligin1 gerektirmektedir. Boyle bir esitsizlik yoksa,

pozitif bir ¢coziim yoktur.
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6.2. Teorem 6.1’in Uygulamalari

Bu alt boliimde Teorem 6.1°in uygulamalari icin bazi somut potansiyeller ele alinacak
ve problemin pozitif ¢oziimiiniin yoklugunun Hardy esitsizligi ile iligkisi gosterilecektir.
Asagida verilen ilk sonugta, V' (p) = p%, Hardy potansiyeli ele alinmstir.

Sonug 6.1. n > 2 ve 0 € {2 olmak iizere, €2 bolgesi, H" iizerinde OS2 diizgiin sinirina

1+|z|
1—[z|

sahip siirh bir bélge, H, = (*5)" ve V(p) = 5 (p = log( )) olsun. Eger ¢ > H,
ve nz—fl < p < 2ise, (6.1) probleminin K = {0} disinda kalan genellestirilmis yerel

pozitif ¢oziimii yoktur.

Kanit. Verilen € > 0 i¢in, ¢(z) = ¢(p) radyal fonksiyonu agagidaki gibi tanimlansin:

E_TTLp y 0 S P S €,
p (F) . e<p<l,
¢(x) = p(p) = . (6.14)
2 — P ) 1 S 1Y S 27
\O ., p>2.
O halde tiirevi,
(
e , 0<p<e,
(E)Pp™ , e<p<l,
Vgl = ¢ 7 (6.15)
1 , 1< p<?2
0 ., p>2

seklindedir. Genelligi bozmadan, B, = {x € H" | p < 2} C Q oldugunu varsayalim.
Aksi halde, (6.14) ile tanimli ¢ fonksiyonunun son iki satirindaki 2 yerine R yazilarak
Br C Q olacak sekilde yeniden tanimlanir. Bu durumda, agagida verilen ispatta yalnizca
notasyonel degisiklikler olacaktir.

Gostermemiz gereken

Ging = inf fQ |VH”¢|de - fQ %Mﬂpdv

6.16
02£peCE (A\K) Jo lolPdv (6.16)

ifadesinin —oo oldugudur. (6.15) ile verilen fonksiyonun integralinin
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/!VHn,wpdv:nwn/ € ™(sinh )" 'dp
Q 0

! n—p N n—1
+nw, [ ( P )Pp~"(sinh p)"“dp (6.17)

2
—l—nwn/ (sinh p)" tdp
1

oldugu kolayca goriilebilir. Benzer sekilde,

|¢|p _ ‘ —Nn (. n—1
(1—e)c g de =c(1— e)nwn</0 e "(sinh p)"dp

1
+/ p~"(sinh p)" " tdp (6.18)

- i —Lyp(sinh )"~

olarak hesaplanir. (6.17) ve (6.18) denklemlerinden (6.16) ifadesinin payinda bulunan

ifadeye ulagilir:

[ sorao— [ E=L4opao <, [ (sinh py—ap
Q o P 0

1
—i—nwnB/ p~"(sinh )" tdp
¢ (6.19)

2
—|—nwn/ (sinh p)"tdp

1
2
9
+ nwnC’/ (—p)p(sinh p)"dp.
1 P

Burada A=¢"(1—c(1—¢)), B = (5B —c(l =€) ve C = —c(1 — €) dur. (6.19)
esitliginin sag tarafindaki birinci, liclincii ve dordiincii integrallerin sonlu oldugu agiktir.

Boylece, C' pozitif bir sabit olmak iizere,

1-— ! ~
/ |Vano|Pdv — / <p—p€>c|¢|pdv = nwnB/ p~"(sinh p)""tdp + C (6.20)
Q Q €

elde edilir.

Diger taraftan, (6.16) ifadesinin paydasindaki integral,

/ Py — / e Py + / (2 p)dv
Q B. B;\B. B2\B;

1
> nwn/ PP~ " (sinh p)"tdp
€ (6.21)

1
> nwn/ PP dp

1—¢€P

= Nwp,
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olarak hesaplanir. (6.20) ve (6.21) ifadeleri (6.16) denklemi ile verilen Rayleigh
oraninda yerine yazildiginda,
Jo Ve lPdv — [o 52 |6l
fQ PPdv
nwn<((%) c(1—¢) )f p"(sinh p)"~ 1dp> +C

—eP
p

R:

<

Ny >

elde edilir. p € [0, 1] igin p < sinh p < 2p iligkisi kullanildiginda

1
lim [ p "(sinhp)" 'dp = +o0

e—0 ¢

bulunur. (*-£)P — ¢(1 — €) < 0 oldugundan, yeterince kiigiik € > 0 igin,

. Jo IVumoPdv — [, —(1;§)C\¢|pd’v
inf = —00
02£pCE* (\{0}) Jo [@lPdv

sonucuna ulagilir. Sonug 6.1 in ispat1 boylece tamamlanmig olur.

Simdi ise, V(p) = 5 + 5 sm( - ) saliniml potansiyeli ele alinarak Teorem 6.1’in

pozitif ¢oziimiiniin yoklugu gosterilecektir.

Sonug¢ 6.2. n > 2 ve 0 € () olmak iizere, {2, H" iizerinde diizgiin 0f) sinirina sahip
surlt bir bolge, H, = (*55)7, V(p) = 5 pp
ve 3 € R\ {0} olsun. Eger, c > H), ve =% < p < 2ise, (6.1) probleminin /C = {0}

+ £ sm( =) (p= log(}flil)), ¢c>0,a>0

nin disinda kalan genellestirilmis yerel posz ¢cOziimii yoktur.

Kanit. Sonug 6.1 de kullanilmis olan test fonksiyonu kullanilarak,

Jo IVamoPdv — [(1—¢) (p% + 5 sin > PPdv
omt((1 —€)V;Q) = inf
0ZpeCE® (\K) Jo, ¢Pdv

= —O

(6.22)

oldugu gosterilecektir. Ilgili integrallerin cogu Sonug 6.1°de hesaplanmustir. C' > 0 ve

B = (*2)? — c(1 — €) olmak iizere,

1
/|VHn o|Pdv —/( ) |p|Pdv —nwnB/ p_”(sinhp)"_ldp—i—é’ (6.23)

Ve
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/ |6[Pdv > nw, — (6.24)
Q
oldugu 6nceki ispatta hesaplanmigtir. Simdi ise hesaplanmasi gereken,
1 €
I= / ﬁsz’n—gbpdv = ﬁnwn[/ € "(sin p~)(sinh p)"*dp
apt P 0
1
+/ p~"(sin p~®)(sinh p)"*dp (6.25)
62 ) p
+/ (— - 1) (sin p~®)(sinh p)"*dp
1 \P
integralidir.
A= e”/ (sin p~*)(sinh p)" ' dp,
X 0
B= [ Ginp ) (sink )" dp,
62 2 P
C= (— — 1) (sin p~*)(sinh p)" 'dp
1 \P
olmak tizere,
1| < Brwn (Al + [B] +[C]) (6.26)

olarak tanimlansin. Simdi sirasyilla A, B ve C integrallerinin yakinsak olduklari
gosterilmelidir.
pr = svedp = —és%ds degisken doniisiimii uygulanip, p < sinhp < 2p

bagintis1 kullanilirsa (0" ! < (sinh p)"~1 < (2p)" 1), n > 3 ve a > 0 i¢in, A integrali

—x

€ —-n 1 —l—a
|A] < e‘"?”_l/ sa sin s(——)s “ds
o @ (6.27)
= 5 e sinsds
a o

seklinde yazilabilir. Burada ¢;(s) = s = olsun. Bu fonksiyon icin 0 < g;(s) €
Cle™®, 00| ve azalan oldugu agiktir. Simdi, R > ¢~ verilsin. O halde, m ve n tek bir
deger alabilen pozitif tamsayilar oldugunda, m(n — 1)r < e * < mrw < nrw < R <

(n + 1)7 olur. O halde A integrali
R mm n—1 (k+1)m
/ g1(s)sin sds = / g1(s)sin sds + Z / g1(s) sin sds
e~ e P (628)
R
+ / g1(s) sin sds

™
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olur. (6.28) esitliginin sag tarafindaki en son integrali ele alalim. m degeri sabit
kaldiginda, R ve dolayisiyla n degerleri sonsuz olsun. g;(z) fonksiyonu azalan
oldugundan maksimum degerini [n7, R] araliginda s = nr de alir: g;(nw). Ayrica
R < (n + 1)m oldugundan aralik genisletilebilir ve

(n+1)m
<q (mr)/ | sin s|ds

iy

R
/ g1(s) sin sds

T

yazilabilir. Sag taraftaki integralin degeri 2 oldugundan

(n+1)m
< gl(mr)/ | sin s|ds = 2¢g;(nm) — 0

™

R
/ g1(s) sin sds

T

olur ve lim_,, ¢1(s) = 0 oldugundan,

R
/ g1(s)sinsds — 0

™

anl (k+1)7

bulunur.  Simdi [

g1(s)sinsds toplammim yakinsak oldugunu
gostermeliyiz. sin(s) fonsiyonunun kr < s < (k + 1)m arahiginda isaret
degistirmedigini biliyoruz.

(k+1)m
/ g1(s) sin sds
k

™

(k+1)m
b = = / g1(s)| sin s|ds
k

Y

diyelim. A¢ikca

(k+1)m (k+1)m

|sin s|ds < by, < gl(kw)/ | sin s|ds

km

al(h+ 1) |

km

yazilabilir ve boylece 2¢;(km) < by_1 < 2¢1((k + 1)m) oldugu goriiliir. Bu
esitsizliklerden 0 < b, < br_; < 2¢;((k + 1)7) sonucuna varilir. Dolayisiyla by

artmayan bir dizidir ve limy_,, b, = 0. Alterne seriler i¢cin Leibniz teoreminden,

o  p(kt1)w o0
Z/ g1(s)sin sds = Z(—l)kbk

km

k=m k=m
serisi yakinsaktir ve
S (k+1)m
Z/ g1(s) sin sds| < 2¢g;(mmn),
k=m km

yazilir. g;(mm) < ¢g1(e~“) oldugu bilindiginden,
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—n—ao

<291(e %) =2(e ) "a =2 (6.29)

S (k+1)m
Z / g1(s) sin sds

k=m k7

bulunur. (6.28) denkleminin sagindaki ilk integral terimi i¢in

mm

< gl(ea)/ | sin s|ds < gl(ea)/ | sin s|ds
e (m—1)m (6.30)

/ g1(s) sin sds

=2g1(e7%) = 2"

seklinde hesaplama yapilabilir. (6.29) ve (6.30) kullanilarak, A integrali i¢in,

n+1€a
e— 07 icin A<

(1+0(1)) 6.31)

bulunur.

Simdi, B integralinin sonlu oldugunu gostermek icin p < sinhp < 2p iligkisi ve
degisken doniigiimii kullanilirsa,

2n71 e«
B < / s~ sin sds
1

«

yazilabilir. Burada g, (s) = s~! olsun. Bu fonksiyon, 0 < go(s) € C[1, ¢ %] aralifinda
tanimli, pozitif ve azalan bir fonksyiondur. O halde A integralinde oldugu gibi n,

nm < € * < (n+ 1)7 olmak iizere, B integralini

2n71 ™ n—1 (k+1)ﬂ'
B= [/ go(s) sin sds + Z/ g2(s) sin sds
a 1 km
k=1 (6.32)

—a

+ / ga2(s) sin sds}

™

seklinde yazabiliriz. (6.32) integralindeki ikinci terim alterne seri oldugundan, alterne

seri kriteri kullanilarak,

n

2
€= 0" igin |B] < = (1+0(1)) (6.33)

elde edilir.

Son olarak, p"~! < (sinh p)"~1 < (2p)"~! iligkisini kullanarak,

2 2 p
C < 2"_1/ (— - 1) sin(p~*)p" dp
1

p

2 2 2
=on~1 [4/ PP sin(p*)dp — 4/ P Zsin(p~*)dp + / P tsin(p~®)dp
1 1 1
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integrali i¢in bir st sinir,
2P — 1
IC] < —— (6.34)
n—p
olarak bulunur. (6.31), (6.33) ve (6.34) sonuglar1 (6.26) denkleminde yerine yazildiginda,
e — 0T icin,
Qntlex gn gn—p _

L2 _} (1+0(1)) (6.35)

o « n—p

]gwnnl

olarak bulunur. (6.23), (6.24) ve (6.35) denklemlerindeki ifadeler (6.22) ile verilen

Rayleigh oraninda yerine yazildiginda,

N 2n+1 « on on=p _ 1
Cy = <nwn{ ‘ +—+—} (1+0(1)>)
(% « n—p

olmak {iizere,

nwn<((%)p —c(1—¢)) f: p~"(sinh p)”_ldp> +C — pC,
R < — (6.36)

nwy,

p

bulunur. € — 0% i¢in limit alindiginda (6.36) ifadesinin sag tarafi

| Jo Vs glPdv — [, (1 =€) (p% + £ sin /%) $Pdv
omt((1 —€)V;Q) = inf
0ZpeCE® (\K) Jo, ¢Pdv

= —00

olarak bulunur. Sonug 6.2 ispat1 boylece tamamlanmis olur.

Son olarak, (6.1) probleminin pozitif ¢oziimlerinin yoklugunu gostermek icin V' (p) =

m potansiyeli ele alinacaktir. Bu potansiyel, yedinci boliimde ispatlanan Teorem
P

7.1 kullanilarak ulagilan Sonug 7.2 de elde edilen Leray potansiyelidir.

Sonug¢ 6.3. n > 2 olmak iizere, B, bolgesi, H" de birim hiperbolik yuvar,

Vip) = m (p= log(ilil)) ve L, = (’%)p olsun. Eger ¢ > L, ve 2% < p < 2
P

ise, (6.1) probleminin K = {0} U 9B, diginda kalan pozitif ¢6ziimii yoktur.

Kamit. ¢(z) = ¢(p) radyal fonksiyonu, € > 0 i¢in,

—_
e
IN
s
IN
o =

¢(I> = @(p) = >(Z)pl)(1+€) (6.37)

@ =
VAN
s
IN
—_



olarak tanimlansin. O halde tiirevi,

0 , 0<p<i,
|V d(z) P = (6.38)

p
<1%1> (I+ep(ngpt—<r , t<p<l

seklinde hesaplanir. (6.38) tiirevi, B, bolgesi lizerinde integre edildiginde

—1 LS| 1
/ \Vano|Pdv = nwn(p )P(1+ e)p/ (In =)P<1=¢—(sinh p)"'dp (6.39)
B, p 1 P PP

oldugu kolayca goriiliir. Benzer sekilde,

c c/ 1N\ T 1
——|oPdv :nwnc/ (ln —) —(sinh p)"~'d
/B1 (i %)p\aﬁl i p pp( p)"dp

1
1 1
“\pe—1—e¢ : n—1
+nwnc[ (lnp) —pp(smhp) dp.

(6.40)

integrali yazilir. (6.40) ifadesinin sag tarafindaki ilk integral sonlu oldugundan, C; > 0

olmak tizere,

1
c D _ 1 peflfei : n—1
/131 )y %)p |p|Pdv = nwncﬁ (In p) pp(smh p)" dp + C4 (6.41)

olarak yeniden yazilabilir. Diger taraftan,

1
/ |p[Pdv = / dv + / (In =)= DA+ gy
B: B; B:1\B1 p

> Vol(B1) = Cy > 0

(6.42)

integralinin sonlu oldugu da goriilmektedir. (6.39), (6.41) ve (6.42) sonuglart Rayleigh
oraninda yerine yazildiginda,
Jo, [VadlPdv = [, St lolPdv
R =
Jg, |¢lPdv
nwy, <(’%1)p(1 +eP —c+ ce) ff (In %)pf*l*epip(sinh p)"tdp + Cy
Cy

(6.43)

<

bulunur. (6.43) ifadesinin payinda yer alan integralde p € [0, 1] i¢in p < sinh p < 2p

1
oldugundan, z = In(-) degisken doniisiimii ile,
p

1 1

1

] = / (111 _)peflfepnfpfldp — / Zpeflfee(pfn)zdz.
¢ P 0
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bulunur. Burada € — 0 icin limit alindiginda,

er—n
I>
pE — €

— O

elde edilir. Yeterince kiigiik € > 0 i¢in (’%)p (14 €)? — ¢ + ce < 0 oldugundan,

ImR = —0
e—0

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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7. GELISTIRILMIS HARDY VE LERAY TIiPi ESITSIZLIKLER

Hardy esitsizligi, spektral teori, harmonik analiz, kismi diferansiyel denklemler, olasilik
teorisi ve geometride dnemli rol oynar. Ozellikle tekil potansiyeller iceren kismi
diferansiyel denklemlerin analizinde Hardy esitsizligi 6nemli bir aragtir. Calismamizi

motive etmek icin R™ Oklid uzayindaki Hardy esitsizligini hatirlayarak baslayalim.

(2, diizgiin sinirh bir bolge ve 0 € 2 C R™ veya {2 = R" olsun. Bilinen Hardy esitsizligi,
n > 3 olmak tizere C§°(£2) sinifindan olan ve n = 1, 2 i¢in ¢ € C§°(£2\ {0}) sinifindan

olan ¢ fonksiyonlar i¢in

/|V¢|2dx > <"—_2>2 198 4o (7.1)
Q

2 Q |$’2

olarak verilmektedir. Bu esitsizlikteki (252)? sabiti en iyi sabittir. Yani, bu sabit daha

biiyiik bir sabit ile degistirildiginde (7.1) esitsizligi gecerligini yitirir. Diger bir ifade ile,

Jo IVoPdx (n—2)2
1 =
0zoeC@NOD [ 1 d 2

esitliginin gerceklestigi ispatlanmugtir.
(7.1) Hardy esitsizliginin L? versiyonu su sekildedir: 1 < p < n olmast durumunda
CiR(22) ve p > n durumunda ise C3°(Q2 \ {0}) siifindan olan ¢ fonksiyonlari igin

TP

o |zfP

dx (7.2)

/ V(e > '” —p
Q P

iligkisi gegerlidir. Azorero ve Alonso (1998), 1 < p < n durumu icin |%|p sabitinin
en 1yi sabit oldugunu,

N Jo IVo|Pdx _ ‘n—p
0zoeCE (@) [ 190 gy p

|[?

p

esitligini ispatlayarak ifade etmiglerdir. (7.2) esitsizliginde p > n durumundaki
gecerlilik, p = n icin p — n = 0 olmas1 ve sifirdan daha iyi bir pozitif sayinin

bulunamamasindan kaynaklanmaktadir.

n = 2 olmast durumunda (7.1) Hardy esitsizligi gecerliligini yitirmektedir. Bu durumda
Hardy esitsizliginin yerini, Leray (1933)’1n ispatladig1 her ¢ € C§°(B;) fonksiyonu i¢in

gecerli olan, iki boyutlu birim yuvarin hem merkezinde hem de sinirinda singiileriteye
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sahip

b oL [P
AR Rrmen i 7

By E

esitsizligi alir. Ayrica, Adimurthi ve Sandeep (2002), (7.3) esitsizliginin ¢ok boyutlu

formunu elde etmis ve }l sabitinin en 1yi sabit oldugunu,

: fBl IVo[*dx 1
0¢¢e€§£l(f191\{0}) [, = da T4
By [ (in({5))?

esitligi ile gostermistir. Gercekten de, Leray (1933)’1n sonucu, birden fazla singiileriteye
sahip Hardy esitsizlikleri i¢in giizel bir 6rnek teskil etmekte ve bu tipte esitsizlikler

calismak icin iyi bir motivasyon saglamaktadir.

R™ Oklid uzayinda Hardy ve Leray esitsizlikleri ile ilgili, literatiirde ¢ok fazla calisma
bulunmaktadir. Ozellikle (7.2) ve (7.3) esitsizliklerinin gelistirilmis (esitsizliklerin
sag tarafina pozitif terimler eklenmesiyle olusan) versiyonlar1 ve keskin formlari, tekil
potansiyellere sahip problemlerin ¢oziimlerinin incelenmesinde kullanilmasindan dolay1
oldukca ilgi ¢cekmigtir. Referans olarak (Peral ve Vazquez, 1995; Brezis ve Vazquez,
1997; Azorero ve Alonso, 1998; Crespo ve Alonso, 2000; Vazquez ve Zuazua, 2000;
Adimurthi ve Chaudhuri, 2002; Dupaigne, 2002) kaynaklarina bakilabilir. Bu alanda
yapilan kapsamli incelemeler icin (Ghoussoub ve Moradifam, 2013; Balinsky vd., 2015)

kaynaklarina da basvurulabilir.

Diger taraftan, Riemann manifoldunda Hardy esitsizligi calismalarina 6rnek olarak
Carron (1997), p agirlik fonksiyonu iizerine bazi geometrik sartlar koyarak, o € R,

CH+a—1>0vepe Ce(M— p~t{0}) olmak iizere,
N C+a—1\2 oS
/ P |VolPde > (T) / P ¢—2d$7 (7.4)
M M P

agirlikli Hardy esitsizligini elde etmistir. Burada p agirlik fonksiyonu, |Vp| = 1 ve

Ap > % sartlarin1 saglamaktadir.

Carron (1997)’un calismasindan sonra, Riemann manifoldunda Hardy tipi esitsizlikler
tizerinde cesitli caligmalar yapilmig ve yapilmaya da devam edilmektedir, bkz. (Xia,

2007; Kombe ve Yener, 2016).
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Bir M Riemann manifoldunun, A, operatorii i¢in (minimal) pozitif bir G Green
fonksiyonuna sahip oldugunda, parabolik olmayan (nonparabolic) bir manifold
oldugunu daha oOnce ifade etmistik. Li ve Wang (2006), agirhikli Hardy tipi
esitsizliklerinin varliginin manifoldun parabolik olmamasiyla iligkili oldugunu ifade
etmis ve ¢ € COO(M) icin,
V,G(p, 2)?
V g0 dv > —(b dv,
L? Hardy esitsizligini elde etmistir. Burada G(p, z), p € M kutup noktasina sahip M

manifoldunun minimal pozitif Green fonksiyonudur.

Kombe ve Ozaydin (2009), p agirlik fonksiyonu iizerine, Carron (1997) un koymus
oldugu ayni geometrik varsayimlar altinda, (7.4) esitsizligini p # 2 durumuna
genisletmistir. Kombe ve Ozaydin (2013), p ve J iki agirlik fonksiyonu igeren asagidaki

geligtirilmis Hardy esitsizligini ispatlamislardir:

— 2
/|vg¢| dv>( 1) /M—d v+~ /M|V§25| ¢*dv. (71.5)

Burada, ¢ € C°(M), C > 1 ve —div,(p'=“V,0) > 0 dir. Q, M iizerinde diizgiin

sinira sahip sinirl bir bolge ve supq(p) < 1 olmak iizere, (7.5) esitsizliginde § = log(%)

secimi ile

fiwaorar= [ <1|f<|2>>2d“’

sonucu elde edilmektedir. Bu sonug, Leray’in (7.3) denklemi ile verilen sonucu ile

ortiismektedir.

Bir diger 6nemli calismada, D’ Ambrosio ve Dipierro (2014), p > 1 olmak iizere,
¢ € Cg°(M) igin,

/MIV9¢|pdv2 (p;1>p NPl e, (7.6)

M PP

esitsizligini elde etmistir. Burada p agirlik fonksiyonu —A,, ;,p > 0 sartin1 saglamaktadhr.

Tiim bu verilen ¢aligmalarin 15181nda, {2 C M bolgesinde, H,, ve L,, sabit olmak iizere,

p Vgl [p(x)[P
/Q|Vg<b\ dvg > Hp/Q e || d’ug—l—Lp/ (hlp) dvg
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seklinde bir esitsizlikle (7.1) Hardy ve (7.3) Leray esitsizliklerini birlestiren daha
genel bir esitsizlik bulma fikri ortaya ¢ikmaktadir. Bu fikri gerceklestirmek {izere
yapmis oldugumuz ¢alismanin sonucunda goriilmektedir ki, yalnizca Hardy ve Leray
esitsizlikleri birlestirilmemis, ayn1 zamanda, H" hiperbolik uzayda acik (explicit)

sabitler iceren bagka esitsizlikler de elde edilmistir.

Bu boliimde elde edilen ilk sonug¢ agagida verilen kalan terimli LP-Leray esitsizligidir.
Bu esitsizligin ispatinda, p agirlik fonksiyonu iizerinde yalnizca negatif olmama kosulu

vardir.

Teorem 7.1. (2 bolgesi, M Riemann manifoldu iizerinde, 0€) diizgiin sinirina sahip
sinirli bir bolge ve 1 < p < oo olsun. p, €2 bolgesi tizerinde supq(p) < 1 sartin

saglayan negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere, her ¢ € C3°(12) igin,

—1\? p
/ VyolPdvy > : / IVgp|1 |9]Pdv,
Q p o pP(log )P

p—1\"" Ay gp
(7)) Lt o
p
(p—1)F [Vapl”
1 (] gl p—1 [¢I"duvg
p o pP(log p)

esitsizligi saglanmaktadir.
Kanit. u fonksiyonu,

1
u = —log(log —
( p)

olarak tanimlansin. Bu esitligin her iki tarafinin laplasyani alindiginda p # 0, 1 olmak

lizere,

A -1 P -1 P
A, gu = : P (p )| Vyp + (p )| Vol (7.8)

plog )=t pr(log p)p—t  pr(log 7P

esitligi elde edilir. (7.8) esitliginin her iki tarafi |¢|P ile carpilip €2 bolgesi iizerinde

integre edildiginde,

A, op
P _ P9 p
/QAp,gu|¢| dug —/Q (plog%)pﬂgﬂ dug

[Vypl?
1) / Yl i, (7.9)
o pP(log )Pt
’vgp|p
—1 _Y9PL 1 4a1Pd
-1 [ St
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olur. (7.9) esitliginin sol tarafindaki ifadeye Diverjans teoremi uygulandiginda,

1 _ _
; / ApuldPdu, = — / 6P g, V) [V yul?2d,

(7.10)
< / 6PV, V P,
Q

bulunur. (7.10) esitsizliginin sag tarafindaki ifadeye € > 0, ve a, b > 0 olacak sekilde,

p

-1
ab < ed? + (pe)—l/(p—l)ubm

p
olarak bilinen €’lu Young esitsizligi uygulanirsa, c(e) = (%) (pe)ﬁ olmak iizere,
—1 —1 ’Vgp‘
|61 V0| VgulP ™ do, <€ [ |V,0Pdv, + c(e) |p[Pdv, (7.11)
Q Q p(log = )
elde edilir. (7.11) esitsizligi (7.9) esitliginde yerine yazildiginda
p—1 4 Vypl
V,0Pdv, > (—) <1— pe 1?)/—¢pdv
Jsobany = (P22 ) (1= 007%) [ Sosrioran,
1 AP gp P
— [ <L A— d
+o / (log Ly 1 |9[Pdv, (7.12)
-1 Vyp
| g | |(Z5’pd?)g
o pP(log ;)

olur. Burada ¢ — pp;el <1 - (pe)ﬁ> fonksiyonu maksimum degerini ¢ = %
noktasinda alir ve maksimum degeri (”le)p dir. Bu deger (7.12)’da yerine yazildiginda

istenilen (7.7) ifadesi elde edilir:
—1\7? V. olP
9o, = (P=2) [ o,
0 P o pP(log 5 )P

-1
p_1>p / Apgp

+ (== ol | siegy
( p Q(plog%)“' vy

(p—1)7 [Vgpl”
! r(l , 1y 917
o p*(log )

Simdi, Hardy ve Leray esitsizliklerinin tek bir esitsizlikte birlestirilmesi sorusuna
donelim. Bu tip esitsizlikler daha 6nceden baska varsayimlar altinda Kombe ve Yener
(2016) tarafindan ¢alisilmistir. Simdi p ve 0 lizerinde yeni varsayimlar kurularak bu

dogrultuda elde edilen ilk sonug¢ asagida verilmektedir.
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Teorem 7.2. M, tam, kompakt olmayan bir Riemann manifoldu, p > 2 ve n > 1 olsun.

p ve 0, M iizerinde negatif olmayan fonksiyonlar olmak iizere, C' > 0 iken,
v p . p
Apgp > C% ve — leg<,0p Wvgé) >0

sartlart saglansin. O halde,

C+1-p\’ V.pl?
/M |Vg¢|pdvg > (Tp) ﬂ|¢|pdvg

Mo PP
|V95|p (7.13)

1 1
+ (ﬁ)}; /M 5—p|¢|pdvg
esitsizligi her ¢ € C5°(M \ p~1 {0}) i¢in gegerlidir.

Kanit. ¢ € C°(M \ p~1{0}) olsun. 8 < 0 olmak iizere, » = p”1) tanimlansm. O
halde,

V(0P 0)|P = B Vyptb + pPV 0|

yazilabilir. Burada (3.3) denkleminde verilen esitsizlik kullanildiginda,

[Vy8I” 2|81 7PN gplP [P + BB pPP PV ([U17), Vp) [V gplP ™2
+c(p)p™ |V 0P

(7.14)

oldugu goriiliir. (7.14) ifadesi M iizerinde integre edilip, esitsizligin sag tarafindaki

ikinci terime Diverjans teoremi uygulandiginda,
[ Vaolrav, = 5 [ 9,0,
M M

= BIAP [ divy (77T V) [Py, (119

M
o) [ IV P,
M

halini alir. Simdi,

ClVgpl?
P

Ay p >

p.grr —
varsayimi kullanilarak, (7.15) esitsizliginin saginda bulunan diverjans hesaplandiginda,

div, (07 7TV ,pP 2V ,0) 2 (Bp —p+ 1+ C)p? | Vpl?
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esitsizligi bulunur. O halde, # < 0 oldugundan,
B8P [ divy (Il e
M

> —AlaP B —p+14C) [ oIl P,
ifadesi yazilabilir. Bu ifade (7.15) esitsizliginde yerine yazildiginda,
f(B) = =BIBIP*(Bp —p+1+C) + 8"
olmak tiizere,

/ V,6Pdv, > £(8) / PP plP b P, + c(p) / PV Py, (7.16)
M M M

bulunur. () fonksiyonu maksimum degerini 5, = 2==

f(Bo) = (SE=2)7 dir. O halde (7.16) eitsizligi

C+1-p\’ o
/ VyolPdv, > (T) / P “ 1‘Vgp’pw’pdvg
M M

+e(p) /M PO ylrdy,

noktasinda alir ve bu deger

(7.17)

halini alir. Simdi (7.17) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terime odaklanalim.
0 < §(x) € C=(M \ p~{0}) olacak sekilde p(x) := &(x)~'/P¢)(z) fonksiyonunu

tanimlansin. (3.3) esitsizligi kullanilarak,

p
Vit > L5019+ 512191 2572(9,5,9, 1)

yazilabilir. Boylece, (7.17) ifadesinin sagindaki ikinci terim i¢in

1
/ R / PO, B P o,
M M (7.18)

1-p —C—l‘vgé‘p_Q \V4 ) \V4 P\
+p I 5 (V40, V(o)) dvg
M oP

esitsizligi elde edilir. Burada, ilk olarak (7.18) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci

integrale kismi integrasyon uygulandiktan sonra —div,(p?~¢~ 1‘V§p§ ‘pg Vy0) > 0

—p+C+1

diferansiyel esitsizligi uygulanip o = p~ » 6~ /P geri déniisiimii yapildiginda,

/ POV P, A 5|p\¢|pd (7.19)

pp
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esitsizligine ulagilir. (7.19) sonucu (7.17) ifadesinde yerine yazilip istenilen esitsizlik

elde edilir:

C+1 V. plP V&p
M|vg¢|pdvgz(—) / Forl? s pqs, ]ﬁ,,) M' " \plpdu,.

Teorem 7.2 ile elde edilen gelistirilmis Hardy tipi esitsizlik 1 < p < 2 durumu i¢in

farkl bir kalan terimle gecerlidir. Bu sonuca ispatta (3.3) yerine (3.2) vektor esitsizligi

kullanilarak ulasilabilir.
Teorem 7.2 de § := In % secimi yapildiginda,

[Vgo"?

S V,0) 2

—divy(pP~ !

diferansiyel esitsizliginin saglandig1 agiktir. Boylece bu se¢cim, hem Hardy hem de
Leray esitsizliklerini iceren genel bir Riemann manifoldu iizerinde asagidaki sonucu

vermektedir.

Sonug 7.1. 2 bolgesi, M Riemann manifoldunda, 02 diizgiin sinirina sahip sinirl bir

bolge, p > 2, C' > 0 ve supgp < 1 olsun. p fonksiyonu

> ClVgpl?

Apgp > P

sartin1 saglasin. O halde,

CH+1- \Y
[ 9o, = (=) [ el

1 1 v (7.20)
— | 9p| ’Qb‘pd
=1 —1 pp Q pp (hl )

+

esitsizligi her ¢ € C5°(M \ p~1 {0}) i¢in gegerlidir.

Simdi verecegimiz asagidaki teoremde, p ve ¢ agirlik fonksiyonlar1 iizerindeki
varsayimlar degistirilmistir. Elde edilen esitsizlik Teorem (7.2) de verilen esitsizlige
benzer goriinse de p ve 0 agirlik fonksiyonlar tizerindeki varsayimlar farklidir. Ayrica
bu varsayimlar1 saglayan fonksiyonlar kullanilarak elde edilen esitsizlikler farkli sabit

icermektedir.

Teorem 7.3. M, tam, kompakt olmayan Riemann manifoldu, p > 2 ve n > 1 olsun. p

ve §, M liizerinde negatif olmayan fonksiyonlar olmak iizere,
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—Npgp >0 ve —div,(pP V6P 2V,6) >0

sartlar1 saglansin. Bu takdirde,

/ Vv, > / Vabl g,
p—1
—(—p ) / piigprd 021

1 V0]
() [ B,

esitsizligi her ¢ € C5°(M \ p~* {0}) i¢in gegerlidir.

Kanit. ¢ € C§°(2) olmak iizere, 1) = p% ¢, segilsin. Standart tiirev alma islemiyle

—1
\ngﬁ!p = |(p_p )pfl/pwvgp + p(pfl)/pvgw‘p

esitligi kolaylikla elde edilir. (3.3) denklemi ile verilen vektor esitsizligi kullanilarak

elde edilen

— 1I\? |V, p|P — 1\p—-1
Vool = (P2 el (222) 9,29, 9, 07)

+ eIVl

esitsizligine M iizerinde kismi integrasyon uygulanirsa,

p—1 p/ [Vgpl?
V,0Pdv, > Pdv
/| g¢| g-( D ) v || g

p—1\P

-1
_(T) /M PPN ol du, (7.22)

() / VP plP o,
M

esitsizligi bulunur. Simdi, (7.22) esitsizligindeki
Y
M

teriminde yeni bir 0 < ¢(x) := c(p)%d(x)%w(x) fonksiyonunu tanimlayalim.
Standart tiirev iglemi ile

V= (c(lp))’l’ (P2 0067179,5-+ 659 10)

oldugu aciktir. Burada (3.3) vektor esitsizligi kullanilirsa,
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Vool 2 () o+ (B2) T 19,0 09,(27). 7,)

c(p
+ c(p)|VgelP|ofP~
elde edilir. Boylece,
-1 5P
() [ Eepegpa,
p M 0

p— 1\r-1 . _ _
B <—> / divy (p” 1|v95‘p 2V95)|90|pd%
p M

olur. Burada —div,(p?~!|V,6|P~2V,0) > 0 oldugundan ikinci terim pozitiftir ve hari¢

tutulabilir. Sonrasinda ¢ = plfpgzﬁ geri doniistimii uygulandiginda, ¢, = W olmak
lizere, bkz. (Lindqvist, 1990),

V46
() [ Eelpa, (7.23)

bulunur. (7.23) esitsizligi (7.22) denkleminde yerine yazildiginda istenilen esitsizlik

elde edilmis olur:

P2 / Yol gpan, - (22) [ Z2eliopan,

1 A\
+(210—1 )L Spbiora,

7.1. Teorem 7.1, Teorem 7.2 ve Teorem 7.3’iin Uygulamalari

Bu alt boliimde, Teorem 7.1, Teorem 7.2 ve Teorem 7.3 te yer alan sartlar1 saglayan
uygun p ve ¢ agirlik fonksiyonlart secilerek, H™ hiperbolik uzayin ¢esitli bolgelerinde
elde edilen, kalan terimli Hardy, Leray ve Poincaré tipi esitsizlikler verilecektir.

Teorem 7.1 de H" hiperbolik uzaym uzaklik fonksiyonu olan p := dy.(0,z) =

log(ifm) se¢ildiginde asagida verilen Leray tipi kalan terimli esitsizlik elde

edilmektedir.

Sonu¢ 7.2. B;, hiperbolik uzay H"’de birim hiperbolik yuvar,n > 2ve 1l < p < n
olsun. O halde her ¢ € C§°(B;) fonksiyonu i¢in,

p— 1> / [P
Vi o[Pdv > S L A
/Bl’ ¢l ( p B, p”(log 2)?

p—1\"" el
Tl <T) /Bl pr(log 5)r~! w
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esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikteki ( ’%)p sabiti en iyi sabittir.

Kanut. (I%l)p sabitinin en 1yi sabit oldugunu gostermek icin, a bir sabit olmak iizere,

p—1 €
)= 0<p<a

o(p) = P=1(]4¢)
(ln %) ’ , a<p<l1

fonksiyonu kullanilmigtir. Burada ¢(p), By C H" de kompakt destege sahip bir
fonksiyondur. Gerekli tiirev alma ve integrasyon islemleri yapildiginda (p%l)p sabitinin
en iyi sabit oldugu

_J, IVano[Pdv (p — 1)p
lim > =
e—0 fBl ] dU p

pP(log £ )P

esitligi ile elde edilmektedir.

Simdi ise Teorem 7.2 de verilen sartlar1 saglayan uygun p ve ¢ fonksiyonlari segilerek
elde edilen Hardy-Poincaré ve Hardy-Leray tipi esitsizlikleri verecegiz.
[k olarak,

1+ |z

) ve §:= (27 =17 (1-m)p
1 — |z

p = log(

fonksiyonlar1 ele alinsin. Bu fonksiyonlar Teorem 7.2 deki sartlar1 saglamaktadir.

Boylece asagida verilen, Hardy-Poincaré tipi esitsizlik elde edilir.

Sonug¢ 7.3. Bpg, hiperbolik uzay H" de 0 merkezli, R = %( )% yaricaplt

1
2p—1_-1

hiperbolik yuvar ve 2 < p < n olsun. O halde,

_ p _ D
/ Vi [P dv > <u> / @dv + <"—1> / |p[Pdv (7.25)
BR p BR p p BR

esitsizligi her ¢ € C§°(Bg) igin gecerlidir.

Uyar 7.1. Hiperbolik uzay H™ de Poincaré esitsizliginin p = 2 durumu McKean (1970)
tarafindan calisilmistir. Daha sonra Strichartz (1983), McKean (1970) in sonucunu,

1 < p < oo olmak iizere, ¢ € C§°(H™) fonksiyonlart i¢in,

—1\?
[ i (552 [
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seklinde genellestirmistir. Burada (”le)p sabiti en 1iyi sabittir, bkz. Berchio vd. (2017);
Ngd ve Nguyen (2019). (*;*) sabitinin de L? Hardy esitsizligindeki en iyi sabit

oldugunu bu boliimiin basinda ifade etmistik, bkz. (Azorero ve Alonso, 1998).

O halde (7.25) denkleminde elde edilen kalan terimli esitsizlikteki hem Hardy sabiti
hem de Poincaré terimindeki sabit en iyi sabittir.

Simdi ise,

1+ |z

1\*!
ve O:=|(In—
1—|93\) ( p)

secimi i¢in gerekli hesaplamalar yapildiginda asagida verilen Hardy-Leray tipi esitsizlik

p = log

bulunur.

Sonug 7.4. €2 bolgesi, H" de 0 sinirina sahip sinirl bir bolge, 2 < p < nve sup,d < 1
olsun. Bu takdirde, her ¢ € C§°(Q) i¢in,

/ |V p|Pdv > <u>1’ de
Q P o PY
1 p—1\* K2l
ot (52 [

esitsizligi gecerlidir.

(7.26)

Son olarak Teorem 7.3 iin uygulamalarini verecegiz. Farkli esitsizlikler elde etmek icin
cesitli p ve 9 fonksiyonlar1 ele alinmigtir. Agagida verilen bazi esitsizlikler benzer gibi
goriinse de, belirtmeliyiz ki aslinda farkli sabitler icermektedir. Karisikliktan kaginmak
adina ilk olarak keskin sabit iceren terimi ve bu terimle iligkili olan ismi yazacagiz.

Asagida verilen sonuglarda, d(x) = log(i—m), orijin ile x € B" noktas1 arasindaki

hiperbolik uzaklig1 belirtmektedir.

Ik olarak,

p—n 1
= dr 1L 0:=1In-
p ve nd

fonksiyon ikilisini ele alalim. Asagida verilen Hardy-Leray tipi esitsizlik elde edilir.
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Sonug 7.5. 2 bolgesi, H"’de 0f diizgiin siirina sahip sinirli bir bolge, 2 < p < n ve
supgd < 1 olsun. O halde,

_ p D
/ Ve ofPdo > (u) lol” .
Q p

o ar
1 p—1 p/ [l
dv.
+(2P—1—1>( D ) de(lné)p v

esitsizligi her ¢ € C§°(Q2) i¢in gegerlidir.

(7.27)

Teorem 7.3 {in bir diger sonucuna,

p—n

pi=dr1 ve §:=¢e ¢

fonksiyonlar1 icin gerekli hesaplamalar yapildiginda ulagilir. Bu se¢imle asagida verilen

Hardy-Poincaré tipi esitsizlik elde edilir.

Sonug 7.6. €2 bolgesi, hiperbolik uzay H" de 0f2 diizgiin sinirina sahip sinirl bir bolge,
2 < p < nvesupgd < 1 olsun. O halde her ¢ € C§°(£?) igin

n—p\" [ lol"
e e WA
1 p—1\7 »
=) (57) fore

esitsizligi saglanir.

(7.28)

Benzer sekilde,

1
p:zlng ve §:=e ¢

fonksiyon cifti ele alindiginda, asagida verilen Leray-Poincaré tipi esitsizlige ulasilir.

Sonug 7.7. (2 bolgesi, hiperbolik uzay H" de 0f2 diizgiin sinirina sahip sinirl bir bolge,

17
2 <p<nvesupgd < en=r olsun. O halde,

p—1 p/ |p[P
n pd > —_— —d
/Q|V]H[ 0| v_( 5 ) de(lné)l’ v

1 p—1\7 »
(am=1) (57) fere

esitsizligi ¢ € C§°(€2) icin saglanir.

(7.29)
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Son olarak,

(1—n)d 1
= §i=1In=
pi=er ve n

fonksiyonlar1 icin Teorem 7.3 uygulanirsa, asagida verilen Poincaré-Leray tipi esitsizlik

elde edilir.

Sonug 7.8. 2 bolgesi, hiperbolik uzay H™de 0f2 diizgiin sinirina sahip sinirl bir bolge,

2 < p < nvesupgd < 2= olsun. Bu takdirde,

—1\?
bIPd i Pd
/Q|VH¢| vz( - )/ﬂ|¢| :
1 p—1\" |p|P
+(2p1—1)< p ) /Qdmﬂé)pd“

esitsizligi her ¢ € C§°(£2) igin saglanir.

(7.30)
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢caligmasinda, dogrusal olmayan hizli difiizyon tipi (0 < m < 1):
Gu — Ag(u™) + V(z)um™+ . Qx(0,7),

U([L‘70) = UO(:L‘) >0 ’ Q)

u(x,t) =0 , 02 x(0,7).

\

denklemi ile, dogrusal olmayan p-Laplasyan tipi (1 < p < 2):

;

du _ A, g+ V(z)uP™ + M, Qx(0,7T),

bt
u(x>0) = Uo(x) 2 0 ) Qa
u(z,t) =0 , 092 x(0,7),

\

denklemlerinin kompakt olmayan bir A Riemann manifoldu iizerinde pozitif
¢ozlimlerinin yoklugu incelenmistir. Bu problemlerde V() potansiyeline ve Au? kaynak
terimine sahip dogrusal olmayan problemlerin pozitif ¢coziimlerinin yoklugunun hangi
kriterlere bagh oldugu tespit edilmistir. Ele alinan problemler, literatiirde daha 6nce hic
calistlmamis olmasi ve genel bir Riemann manifoldunda incelenmis olmasi dolayistyla

onem arz etmektedir.

Yapilan incelemede denklemlerde yer alan ¢ kritik kuvvetin aralif1 belirlenerek
sprektrumun dibi yardimiyla pozitif ¢oziimlerin yoklugu ispatlanmistir. Kritik kuvvetin
aralifinin Fujita (1966) nin belirlemis oldugu aralikla ortiistiigti goriilmiistiir. Pozitif
¢oziimiinlerin yoklugunda, hiperbolik uzay H"’de ¢esitli V' (x) potansiyelleri secilmis
ve bu potansiyeller kullanarak ¢6ziimiin yoklugunu ifade eden teoremlerin uygulamalar1

verilmistir.

Kuantum mekanigi teorisinde, bir parcacigin toplam enerjisi ¢ dalga fonksiyonu olmak

lizere: By := Ty + Vj ile ifade edilmektedir. Burada,
Ty = / IVo|*dx
Q

parcacigin kinetik enerjisi ve

Vy = / |p|*dx
Q
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ise pargacigin beklenen potansiyel enerjisidir. Eger potansiyel enerji alttan sinirli degilse,
parcacigin kinetik enerjisi artabilir ve potansiyel enerji o kadar hizl diigebilir ki parcacik
potansiyelin sonsuz oldugu bir noktaya ulagir. Bu da pozitif ¢oziimiin yokluguna sebep
olur. Eger potansiyel enerji alttan sinirh olursa, kinetik enerji de sinirli olur ve bdyle bir

problem ortaya ¢ikmaz (bkz Faris ve Lavine (1974); Portmann (2014)).

Dikkat edilmelidir ki, pozitif ¢oziimiin yoklugu ispat edilirken hesaplanan spektrumda;

Vol2dr — [(1—e)V]d|2d
omt((1 =€)V, Q) = inf fﬂ Vo[idz fﬂ( e)V|o|*dx
o4 T loPdz

Jo, [V o|?dx kinetik enerji ile [, V|¢|*dz potansiyel enerji arasinda bir yarig vardir. Bu
yarigin sonucunda spektrum —oo olabilmektedir. Bu da pozitif ¢6ziimiin olmadiginin
kamtidir. Sonucu etkileyen en onemli faktor ise V' potansiyelinin se¢imidir. Bu ise,
spektrumu —oo a gotiirecek farkli potansiyeller (singiiler potansiyeller) bulma fikrine

yol agmaktadir.

Hardy tipi integral esitsizliklerinin kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
incelenmesinde onemli bir yere sahip oldugu bilinmektedir. Bu tez calismasinda elde
edilen diger onemli sonuglar ise Hardy tipi esitsizlikler bulmaya yoneliktir. M/ Riemann
manifoldu iizerinde, gelistirilmis iki agirhikli LP Hardy tipi esitsizlikler iizerine bazi
sonuglar belli varsayimlar altinda ispatlanmigtir. Bu varsayimlari saglayan uygun agirlik
fonksiyonlarinin secimi ile, hiperbolik uzay H" in farkli bolgelerinde cesitli kalan
terimli Hardy ve Leray tipi esitsizlikler tiiretilmigtir. Elde edilen LP Leray esitsizligi,
ele almis oldugumuz problemlerin uygulamasinda kullanmak iizere, spektrumu —oo a

gotiiren, 1ki noktada singiileriteye sahip yeni bir potansiyel saglamsgtir.

M Riemann manifoldu iizerinde elde edilen bu teoremlerde secilen agirlik fonksiyonlari
radyal olarak secilmistir. Ancak radyal olmayan agirlik fonksiyonlarinin se¢imi ile de
teoremlerin cesitli kalan terimli Hardy tipi esitsizlikler verebilecegi dngoriilmektedir.
Bu anlamda elde edilen teoremler, uygun se¢imler yapildiginda literatiirde var olan

sonuglar1 kapsamaya ve yeni sonuglar elde etmeye yarayan etkili bir metottur.
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